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Diese Liste enthält nur die wichtigsten Symbole. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde als Dezimaltrennzeichen ein Punkt anstelle des Kommas verwendet,






ai Risslänge an den Diskretisierungsstellen i
C Feuchtigkeitskonzentration, definiert als Masse des Wassers be-
zogen auf das Volumen der Mischung
C0 Konzentration, oberhalb der die Trockung mit homogener
Feuchtigkeitsverteilung stattfindet
C1 im Material nach Trocknung verbleibende Feuchtigkeitskonzen-
tration
Cs Konzentration, unterhalb der linearelastisches Materialverhal-














KIc kritischer Spannungsintensitätsfaktor Modus I, Bruchzähigkeit
KI Spannungsintensitätsfaktor Modus I
KII Spannungsintensitätsfaktor Modus II
KIII Spannungsintensitätsfaktor Modus III
L Rissabstand der Tunnelrisse
Lh an der Kühlung beteiligte Risslänge
l2D0 bruchmechanische Vergleichslänge für die Anordnung paralleler
Risse im ebenen Verzerrungszustand
l3D0 bruchmechanische Vergleichslänge beim Modell prismatischer
Rissmuster
l2D−C0 bruchmechanische Vergleichslänge für die Anordnung paralleler
Risse im ebenen Verzerrungszustand bei Trocknung
lT0 bruchmechanische Vergleichslänge für die Tunnelrisse
ℓ Ligamentlänge
2p Rissabstand der prismatischen Rissmuster beziehungsweise der
parallelen Risse im 2D-Modell
p̃ Kantenlänge der Sechsecksäule
q spezifische Erstarrungswärme
r Radius des Zylinderkoordinatensystems an der Rissspitze
S Koordinate entlang der Erstarrungsfront
sR Koordinate entlang der Risskontur
T Temperatur
T0 obere Temperatur, Temperatur, bei der keine thermischen Deh-
nungen existieren, Erstarrungstemperatur beim Basalt
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X, Y , Z raumfestes Koordinatensystem




∆T Temperaturdifferenz zwischen oberer Temperatur T0 und unte-
rer Temperatur T1.




ε ij elastische Dehnung
th
ε ij thermische Dehnung
εij Gesamtdehnung
ϕI,II,IIIi Winkelfunktionen des Nahfeldes der Rissspitze für die Verschie-
bungen










θ Winkel zwischen dem Normalenvektor der Erstarrungsfront und
der Wachstumsrichtung
ϑ Winkel des Zylinderkoordinatensystems an der Rissspitze
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1 Einleitung
Das Entstehen von Rissmustern ist ein interessantes Beispiel für Struk-
turbildung. Im Rahmen dieser Arbeit soll die Ausbildung dreidimensio-
naler (3D-) Rissmuster, getrieben durch Schrumpfen infolge inhomogener
Trocknung oder Temperaturverteilung, untersucht werden. Solche Ris-
se können zum Beispiel beim Herstellen keramischer Rohkörper durch
Trocknung ein Problem sein, oder aber bei der Gewinnung geothermi-
scher Energie erwünscht sein. Ziel ist es, ein besseres Verständnis für die
Rissmusterentstehung zu gewinnen. Dafür werden verschiedene vorhande-
ne experimentelle Rissanordnungen analysiert.
Ein faszinierendes Beispiel für solche Rissmuster stellen Basaltsäulen
wie in Abb. 1.1 mit ihrem regelmäßigen, bevorzugt sechseckigen, verbun-
denen Rissnetzwerk dar. Diese Säulen entstehen, wenn basische Lava er-
starrt und weiter abkühlt. Die Bevorzugung von sechseckigen Säulen wur-
de in [1, 2] gezeigt. Ähnliche Säulen werden unter anderem auch in ge-
sintertem Sandstein [3, 4, 5, 6], siehe Abb. 1.2(a), und in getrockneten
Stärkeschlämmen, siehe Abb. 1.2(b), [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] beobachtet.
Die Trocknung von solchen Stärkeschlämmen wird häufig als ein Modellex-
periment für die Entstehung der Basaltsäulen betrachtet. Dabei entstehen
die Risse infolge von Schrumpfung durch Trocknen statt durch Abkühlen.
Die Risse starten als ein zufällig verteiltes Netzwerk an der Oberfläche
und vergröbern und vergleichmäßigen sich mit zunehmender Tiefe durch
Zurücklassen von Bereichen der Rissfront und Wachstum lateral zur Bewe-
gungsrichtung der Schrumpfungsfront, wie zum Beispiel in Computerto-
mographieaufnahmen getrockneter Stärke [14] gesehen werden kann. Da-
bei wird teilweise eine sprungartige Vergrößerung der Rissabstände durch
den Übergang von drei Säulen zu einer neuen größeren beobachtet. Sol-
che Übergänge erfolgten auch in Basaltsäulen vor dem Erreichen einer
stationären Rissausbreitung mit konstantem Säulendurchmesser [15, 16].
In der Literatur findet man die Aussage, dass solche netzartigen Riss-
muster im stationären Regime nicht verzweigen können, sondern dass ihr
Rissabstand sich in der instationären Startphase einstellt [18]. Jedoch wird
dies durch die abrupten Querschnittsflächensprünge in Trocknungsexperi-
menten von Starkeschlämmen mit konstanter Trocknungsrate [12] wider-
legt.
Die Reifung solcher Rissmuster bei den Basaltsäulen wurde mit zweidi-
mensionalen (2D-) Modellen senkrecht zur Erstarrungsrichtung simuliert:
durch eine Voronoiverteilung [1] oder durch Minimierung eines Energie-
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(b) (c)(a)
Abbildung 1.1: Bilder von Basaltsäulen in Panska Skala zeigen (a) nahezu
perfekte regelmäßige hexagonale Querschnitte, (b) Säulen mit für große
Längen konstanten Querschnitten im Vergleich zu den Querschnittsab-
messungen und (c) eine Seitenfläche eines vermutlichen Überganges von
mehreren kleineren auf eine größere Säule.
funktionals [2, 19]. Mit einem 3D-Federnetzwerk [20] wurde der instatio-
näre Beginn der Rissmusterbildung untersucht. Eine Vergröberung der
Rissmuster war außerdem schon Inhalt verschiedener Arbeiten zum Ther-
moschock [21, 22, 23, 24, 25, 26]. Dabei wurde in [26] sogar die Erstar-
rungswärme der Lava vor den Rissen berücksichtigt. Der Vergröberungs-
prozess vergleichmäßigt die Rissabstände und erhöht die Regelmäßigkeit
des Rissmusters. Dies wurde in [18] modelliert und mittels eines 3D-finite
Elemente (FE-) Modells in [27] untersucht. Auch das transiente Tempe-
raturfeld eines abkühlenden Lavasees ist in [28, 29] berechnet worden.
Dabei zeigte ein Vergleich mit experimentellen Felddaten, dass die Risse
sich senkrecht zu den berechneten Isothermen entwickeln.
Die häufig beobachteten langen Säulen ohne jede Änderung im Durch-
messer deuten auf einen stationären Prozess hin. Ein solcher stationärer
Prozess kann sich einstellen, wenn der Kühlprozess über die Oberfläche
vernachlässigbar wird gegenüber einem schnellen konvektiven Prozess wie
zum Beispiel Kühlung über die Risse [30, 1, 13] oder durch Konvektion in
zusammenhängenden Poren [31, 16].
Für Basaltsäulen auf Hawaii wurde während der Erstarrung des Kilau-
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(b)(a)
Abbildung 1.2: (a) Säulen an durch unterirdische vulkanische Aktivitäten
gesintertem Sandstein am Dutý kámen und (b) Säulen in getrockneter
Stärke [17].
ea Iki Lavasees durch wiederholte Temperaturmessungen in Bohrlöchern
[31] eine über 12 Jahre konstante Wachstumsgeschwindigkeit bestimmt.
Für Stärkesäulen erreichte man einen annähernd konstanten Säulendurch-
messer durch Einstellen einer konstanten Trocknungsrate [12, 13].
Da für die verschiedenen Säulen (Basalt, Stärke und Sandstein) der
Säulendurchmesser über einen Bereich von Millimetern bis zu mehreren
Metern variiert, stellt sich die Frage, wodurch der Durchmesser bestimmt
wird. In [1, 16] findet man die These, dass der Durchmesser umgekehrt pro-
portional zur Abkühlgeschwindigkeit ist. Dies wird auch durch Daten für
Basaltsäulen aus [32, 13] ungefähr erfüllt, wobei die Geschwindigkeit mit-
tels eines stark vereinfachten Modells aus den an den Säulen gemessenen
Rastlinienabständen bestimmt wurde. Dabei fand man bei den meisten
Orten einen von der Tiefe nahezu unabhängigen Rastlinienabstand, wel-









Abbildung 1.3: (a) Schematische Zeichnung der Tunnelrisse im Experiment
mit der Schichtdicke e und dem Rissabstand L, (b) zeitliche Entwicklung
von geraden [33] und (c) gekrümmten [34] Tunnelrissen, die vom linken
und unteren Rand getrocknet wurden und einen nahezu konstanten Ab-
stand durch Zurücklassen von Rissen erhalten
getrockneter Stärke wurde in [13] diese Abhängigkeit in etwa beobachtet.
Ein 2D-Modell [33] zeigt genau diese Abhängigkeit, jedoch ergibt sich
im direkten Vergleich mit Daten von Hawaii [31] der Rissabstand um
circa einen Faktor 10 zu groß. Die Ursache dafür könnte sein, dass im
3D-Fall die miteinander verbundenen Risse stabilisierend wirken. Auf das
2D-Modell [33] eingehend, wird in [18] sogar argumentiert, dass für die
zusammenhängenden 3D-Risse bei den Basaltsäulen in einem stationären
Temperaturfeld keine Verzweigungslösungen existieren. Danach sollen sich
die Abstände in der instationären Startphase einstellen wie bei den Ther-
moschockrissmustern, die getrieben werden durch Kühlung von der Ober-
fläche, und sukzessiven Zurücklassen von Rissen zeigen. Dass dies nicht
der Fall ist, wird in dieser Arbeit gezeigt.
Außerdem soll mit einem verbesserten Modell, das wie in [26] die Er-
starrungsfront als freien Rand enthält, der Einfluss der Temperaturfeld-
näherung untersucht werden.
Ein anderes simples Beispiel sind Tunnelrisse wie in Abb. 1.3, die zum
Beispiel durch gerichtete Trocknung einer keramischen Rohmasse zwi-
schen zwei Glasplatten entstehen. Tunnelrisse sind auch ein bekanntes
Phänomen bei miteinander verbundenen Schichten verschiedener Werk-
stoffe. Vorausgesetzt wird im Rahmen unserer Betrachtung, dass es bei
den Tunnelrissen nicht zum Ablösen in der Grenzfläche zwischen den Ma-
terialien kommt und die Risse nur in einer Schicht entstehen und sich
nicht in das die Schicht umgebende Material ausbreiten. Dadurch ergibt
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sich eine Dimension entsprechend der Dicke der Schicht, siehe auch Abb.
1.3(a).
In [35, 36] werden Tunnelrisse in homogen in der Ebene verspann-
ten Schichten analysiert. Diese Verspannung kann zum Beispiel bei Er-
wärmung durch verschiedene Wärmeausdehnungskoeffizienten entstehen.
Durch gerichtete Trocknung flüssiger Keramikvormassen getriebene Tun-
nelrisse werden in [33, 37, 38] beobachtet. Ähnliche Tunnelrisse treten bei
der gerichteten Trocknung von Nanopartikelsuspensionen auf [39, 40, 41].
Abb. 1.3(b) zeigt parallele und beinahe gleichabständige Tunnelrisse. Wie
man an den gekrümmten Tunnelrissen von Abb. 1.3(c) sehen kann, bei de-
nen die Trocknung vom linken und unteren Rand des Bildes erfolgte, wird
der konstante Abstand durch das Zurücklassen einiger Risse während des
Fortschreitens der Schrumpfung realisiert. Die Tendenz gleiche Abstände
zu erhalten, lässt auf stationäres Risswachstum schließen, dies wurde je-
doch durch den Vergleich der experimentellen Werte mit den Ergebnissen
eines stationären Modells in [42] widerlegt. Damit bleibt die Frage nach
der Ursache der Gleichabständigkeit.
Mit den hier gewonnenen Erkenntnissen zur Entstehung von Rissmus-
tern sollen an im Ingenieurbereich relevanten Geometrien weitere Untersu-
chungen durchgeführt werden. Deren Ziel sind verbesserte Empfehlungen
zur Verringerung der Schädigung von spröden Materialien durch Trock-
nung oder Thermoschock beziehungsweise zur Optimierung der Rissent-




Es wird davon ausgegangen, dass die Rissmuster infolge von Schrump-
fung durch gerichtete thermische Abkühlung oder Trocknung getrieben
werden. Am Anfang wird der Wärme- oder Stofftransport vor allem über
die Stirnfläche erfolgen. Mit zunehmender Eindringtiefe verlangsamt sich
dieser Prozess. Damit ist es möglich, dass konvektive Prozesse entweder
über die Rissflanken oder durch zusammenhängende Poren den Wärme-
beziehungsweise Stofftransport übernehmen und sich eine konstante Ein-
dringgeschwindigkeit einstellen kann. In dieser Arbeit soll die verwendete
Beschreibung der Schrumpfung infolge von Temperatur auch mittels einer
Analogie auf Konzentrationsfelder bei Stofftransport angewandt werden.
Diese Analogie stellt eine starke Vereinfachung dar, da sie auf der Annah-
me von linearer Diffusion basiert und andere beim Feuchtigkeitstransport
mögliche Effekte wie zum Beispiel Kapillarkräfte vernachlässigt.
2.1 Temperaturfeld
Das Temperaturfeld T infolge Diffusion in einem Festkörper ohne Wär-
mequellen wird durch die Wärmeleitgleichung [43, 44]
∇ (λ∇T ) = ρcṪ (2.1)
beschrieben. Es entsprechen ∇ dem Nablaoperator und ˙( ) der Zeitablei-
tung. Des Weiteren treten die als temperaturunabhängig angenommenen
Stoffkonstanten Wärmeleitfähigkeit λ, Dichte ρ und spezifische Wärmeka-
pazität c auf. Die Lösung von Gl. (2.1) mit den dafür notwendigen Rand-
und Anfangsbedingungen wird im Allgemeinen nur numerisch gelingen.
Der Rechenaufwand dafür ist aufgrund der Zeitabhängigkeit relativ hoch.
Deshalb soll die Lösungsvielfalt durch Annahmen auf einen stationären
Zustand mit konstanter Fortschrittsgeschwindigkeit des Temperaturfeldes
in eine Richtung beziehungsweise durch ein vereinfachtes instationäres
Temperaturfeld eingeschränkt werden. Die benötigten Gleichungen wer-
den nachfolgend angegeben.
2.1.1 Stationär bewegtes Temperaturfeld
Die Ausbildung eines sich mit einer konstanten Geschwindigkeit v bewe-
genden Temperaturfeldes ist möglich, wenn es zu einem konstanten Wär-
metransport zum Beispiel durch konvektive Kühlung über die Risse oder
durch Konvektion in verbundene Poren kommen kann.
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In dem Modell sollen sich die Rissfront und das Temperaturfeld statio-
när mit der Geschwindigkeit v in Richtung der Z-Koordinate des raum-
festen Bezugssystems bewegen. Damit kann Gl. (2.1) bezüglich eines in
Richtung der Z-Koordinate mit der Geschwindigkeit v mitbewegten Be-
zugssystems x, y und z für homogenes isotropes Material durch [33, 45]
∇2T + v
D
T,z = 0 (2.2)
beschrieben werden, wobei ( ) ,z der partiellen Ableitung ∂( )/∂z ent-





Damit ist aus dem Anfangsrandwertproblem von Gl. (2.1) ein Randwert-
problem mit entsprechend reduziertem Rechenaufwand geworden. Für die
Berechnung des Temperaturfeldes ist es möglich, durch den Ansatz einer
ortsabhängigen Wärmeleitfähigkeit λ(z) = exp(zv/D), wie in [42] gezeigt,
Gl. (2.2) auf die stationäre Wärmeleitgleichung ∇(λ(z)∇T ) = 0 zurückzu-
führen, welche sich mit konventionellen FE-Programmen wie [46] effizient
berechnen lässt.
2.1.2 Instationäres Temperaturfeld
Für das instationäre Temperaturfeld soll der Wärmetransport nur über
die Stirnfläche erfolgen. An der Stirnfläche wird ein idealer Wärmeüber-
gang angenommen. Für diesen Fall lässt sich das Temperaturfeld für den
Halbraum (Z ≥ 0) bezüglich eines raumfesten X, Y , Z Koordinatensys-
tems analytisch durch die allgemein bekannte Lösung [47, 48]:
T (Z, δ) = T0 −∆T erfc (Z/δ) mit δ =
√
4Dt










beschreiben. Dabei bezeichnen t die Zeit, δ die Eindringtiefe des insta-
tionären Temperaturfeldes und ∆T die Temperaturdifferenz zwischen der
oberen Temperatur T0 des Halbraumes vor Beginn der Kühlung und der
unteren Temperatur T1 des Kühlmediums.
2.2 Mechanische Felder
Das hier verwendete Modell ist auf linearisierte Kinematik der Defor-
mation und isotropes linearelastisches Materialverhalten beschränkt. Da
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von getriebenen Risswachstum mit kleinen Rissausbreitungsgeschwindig-
keiten ausgegangen wird, können auch dynamische Effekte vernachlässigt
werden. Dafür werden Spannungen σij und Verschiebungen ui durch die
Gleichgewichtsbedingungen, das Materialgesetz und die Verzerrungs-Ver-
schiebungsbeziehung beschrieben. Die Gleichungen sind wohlbekannt, sie-
he zum Beispiel [44, 49]. Unter der Vernachlässigung von Volumenlasten
lauten die Gleichgewichtsbedingungen
σij,i = 0 und σij = σji. (2.5)
Es wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet. Sie besagt, dass
über doppelt vorkommende Indizes von 1 bis 3 für die Koordinaten x1 bis
x3 stellvertretend für X, Y und Z beziehungsweise x, y und z summiert




(ui,j +uj ,i ) , (2.6)










ε ij . (2.7)
Die thermische Dehnung
th
ε ij berechnet sich gemäß
th
ε ij = δijα (T − T0) . (2.8)
Es benennen: α den Wärmeausdehnungskoeffizient, δij das Kronecker-
symbol und T0 die Temperatur, bei der keine thermischen Dehnungen
existieren. Für isotropes und linearelastisches Materialverhalten kann die
elastische Dehnung
el









beschrieben werden. Darin sind folgende wiederum als temperaturunab-
hängig angenommene Materialkonstanten enthalten: der Elastizitätsmo-
dul E und die Querkontraktionszahl ν.
Die Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfelder erfordert
das Lösen der Gl. (2.5)-(2.9) unter Einbeziehung des Temperaturfeldes
und der noch zu definierenden Randbedingungen. Dieses System gekop-













lösbar. Deshalb soll die Lösung numerisch erfolgen. Als gängiges Verfahren
dafür hat sich die Finite Element Methode (FEM) etabliert, die Berech-
nungen der vorliegenden Arbeit wurden mit dem Softwarepaket Ansys
[46] durchgeführt.
Im Bereich der Rissfront können die Spannungs- und Verschiebungsfel-
der unter Voraussetzung linearelastischen Materialverhaltens gemäß der
Linearelastischen Bruchmechanik beschrieben werden. Ihre Grundlagen
sind unter anderem in [50, 51] erläutert. Für den Riss wird die Rissöffnung
im Allgemeinen in drei Moden unterteilt (Abb. 2.1). Wie zum Beispiel in
[51] näher erläutert, ergeben sich die Spannungs- und Verschiebungsfelder

























Die Parameter r, ϑ und zR beschreiben dabei ein Zylinderkoordinatensys-
tem, wobei zR am Punkt sR tangential zur Rissfront liegt. Dabei befindet
sich die Koordinate r für ϑ = 0 in der Ebene der bisherigen Bruchfläche
und zeigt in das Ligament (Abb. 2.2). ϕI,II,IIIij (ϑ), ϕ
I,II,III
i (ϑ) sind Funk-








Abbildung 2.2: Koordinatensysteme des dreidimensionalen Rissspitzenfel-
des
Damit sind die Spannungen und Verschiebungen in der Umgebung der
Rissspitze bis auf die Faktoren KI , KII und KIII festgelegt. Sie werden
als Spannungsintensitätsfaktoren Modus I, Modus II und Modus III be-
zeichnet. Sie korrespondieren mit den jeweiligen Rissöffnungsmoden, siehe
Abb. 2.1.
Dabei sind KI , KII und KIII Beanspruchungsparameter und müssen
nun mit geeigneten Beanspruchbarkeiten verglichen werden. Für alleinige
Modus I Belastung wird KI mit dem Materialkennwert der Bruchzähig-
keit KIc verglichen. Bei einem unter Modus I statisch oder quasistatisch
belasteten Riss kann Rissausbreitung stattfinden, wenn
KI = KIc (2.11)
gilt. Dabei wird der Riss in seiner bisherigen Ausbreitungsebene wachsen.
Ein Riss bleibt liegen für
KI < KIc. (2.12)
Für gemischte Beanspruchung mit Modus II und Modus III Anteilen exis-
tieren verschiedene Beanspruchungshypothesen, siehe zum Beispiel [53],
auch wird die Bestimmung der Rissausbreitungsrichtung komplizierter.
Ein anderer Ansatz, den Prozess der Rissbildung zu erfassen, ist ener-




definiert und beschreibt die pro Bruchflächenerweiterung freigesetzte
Energie des Systems. Es entsprechen dΠ der Änderung der potentiellen
Energie Π und dA der Erweiterung der Bruchfläche A.
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Äquivalent zur Formulierung mit dem Spannungsintensitätsfaktor
kann bei Mode I Belastung unter statischer oder quasistatischer Bean-
spruchung Rissausbreitung stattfinden, wenn gilt:
G = GC . (2.14)
Dabei bezeichnet GC die kritische Energiefreisetzungsrate, welche wie-
derum ein Materialparameter ist und die pro Bruchflächenerweiterung
zur Bildung der Bruchfläche benötigte Energie beschreibt. Ein Riss bleibt
liegen für
G < GC . (2.15)
Zwischen den Spannungsintensitätsfaktoren KI , KII und KIII und
der Energiefreisetzungsrate G gilt für gemischte Beanspruchung im 3D-














Da die Spannungsintensitätsfaktoren im Allgemeinen bei einem 3D-Pro-
blem entlang der Risskontur variieren, ist auch die Energiefreisetzungsrate
abhängig von der sR-Koordinate entlang der Kontur. Diese lokale Defini-
tion der Energiefreisetzungsrate, welche so zu verstehen ist, dass infolge
einer lokalen Bruchflächenerweiterung im gesamten System Energie frei-
gesetzt wird, findet sich auch in anderen Arbeiten wie [54, 55, 52].
Da Gl. (2.14) bei einem statisch getriebenen wachsenden Riss für jeden
Punkt entlang der Kontur gelten muss, legt Gl. (2.14) die Risskontur fest.
Dies wird in dem im Anhang A beschriebenen Verfahren zur Bestimmung
der Risskontur ausgenutzt.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Spannungsintensitätsfaktoren








































Die Tauglichkeit dieser Methode wurde schon in [56] überprüft. Andere
Möglichkeiten die Energiefreisetzungsrate oder die Spannungsintensitäts-
faktoren zu bestimmen, wie zum Beispiel das modifizierte Rissschließinte-
gral oder das J-Integral sind unter anderem in [52] beschrieben, enthalten
jedoch in der Anwendung an gekrümmten 3D-Rissfronten zum Teil Nähe-
rungen.
2.3 Verzweigungsbedingung
Bei den untersuchten Rissmustern stehen Teile der Rissfront beziehungs-
weise die einzelnen Risse untereinander in Konkurrenz um Triebkraft für
Risswachstum. Diese Konkurrenz nimmt mit geringer werdenden Abstän-
den der Risse zu, so dass es unterhalb eines bestimmten Rissabstandes
zum Zurückbleiben von Rissen oder Teilen der Rissfront kommen kann,
wenn sie den Entlastungsschatten eines geringfügig vorgeschobenen Nach-
barrisses erfahren. Damit existiert ein minimaler Rissabstand, für den das
Rissmuster selbstähnlich wachsen kann. Er soll im Rahmen dieser Arbeit
durch eine Verzweigungsanalyse regelmäßiger periodischer Rissmuster be-
stimmt werden. Für die Herleitung der Verzweigungsbedingung zur Be-
stimmung des kritischen Rissabstandes wird dabei zuerst der einfachere
Fall eines 2D-Modells paralleler Risse betrachtet und dann das Verfahren
unter Beachtung der veränderten Gegebenheiten auf den 3D-Fall erwei-
tert.
2.3.1 Verzweigungsbedingung paralleler Risse im 2D-Modell
und qualitative Diskussion des kritischen Rissabstandes
Periodisch angeordnete parallele Risse wie in Abb. 2.3 können entweder
alle gleichmäßig weiter wachsen oder durch Zurücklassen einiger Risse ihre
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Anordnung ändern. Mittels Verzweigungsanalyse soll das Parameterset
gefunden werden, für das die Eindeutigkeit der Lösung verschwindet und
neben dem gleichmäßigen Weiterwachsen aller Risse (Grundlösung) eine
weitere Lösung, das Zurückbleiben von einigen Rissen möglich ist. Diese
zweite Lösung bezeichnet man auch als Verzweigungslösung. Es wird nur
die alternierende Mode, bei der jeder zweite Riss liegen bleibt, untersucht





Abbildung 2.3: Schema der alternierenden Verzweigungsmode mit weiter-
laufenden Rissen 1 (da1 > 0) und liegenbleibenden Rissen 2
Da auch für die Verzweigungsmode nur Modus I auftritt, reduziert sich
Gl. (2.16) auf G = (1− ν2)K2I /E. Wenn die Risse getrieben wachsen, ist
KI = KIc beziehungsweise äquivalent dazu G = GC für die Konfiguration
gleichabständiger und gleichlanger Risse schon erfüllt. Damit müssen bei
der Verzweigungmode für die weiterlaufenden Risse 1 (da1 > 0) und die
zurückbleibenden Risse 2 (da2 = 0) die Änderungen in den Gl. (2.14)
beziehungsweise (2.15) betrachtet werden. Wie erwähnt, tritt nur Modus
I auf, und es gilt dG = 2KI(1 − ν2)dKI/E. Vereinfachend sei weiterhin
im folgenden K = KI . Damit muss für das Auftreten der alternierenden
















erfüllt sein. Das Auftreten der Verzweigungslösung (Zurücklassen jedes
zweiten Risses) wird dabei also durch dK2 < 0 bestimmt, wobei dK2
aus zwei Termen besteht: Einerseits beschreibt die gemischte Ableitung
∂K2/∂a1 die Entlastung der Risse 2 durch die weiterlaufenden Risse 1 und
ist damit negativ. Zum Anderen wird die Belastung durch das Weiterlau-
fen des Temperaturfeldes mit der Zeit erhöht, was einen positiven Bei-
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trag ∂K2/∂t zur Folge hat. Die Entlastung wird für kleinere Rissabstände
größer, während eine höhere Geschwindigkeit, welche stärkere Kühlung
bedeutet, eine größere Zunahme der Belastung zu Folge hat. Daraus lässt
sich schließen, dass für kleinere Geschwindigkeiten der kritische Rissab-
stand für Verzweigung größer ist.
Für das instationäre Temperaturfeld gilt, dass infolge des abnehmen-
den Einflusses der Kühlung von der Oberfläche die Zunahme an Triebkraft
mit fortschreitender Zeit und damit längeren Risslängen immer gerin-
ger wird. Somit wird die Rissfrontgeschwindigkeit sinken, und sich damit
für größere Eindringtiefe des instationären Temperaturfeldes der kritische
Rissabstand vergrößern.
Da die Zeitableitungen für die gleichlangen Risse (a1 = a2) gleiche
Werte besitzen, ergibt die Subtraktion der beiden Gleichungen mit der
Notation ∂Ki/∂a1 = Ki1
K11 −K21 > 0, (2.20)
wobei der Grenzfall Null der Verzweigungsbedingung [24, 47, 22, 21]
K11 −K21 = 0 (2.21)
entspricht, bei der die Eindeutigkeit der Lösung verschwindet. Es ist zu
beachten, dass die Ableitungen partiell, dass heißt bei konstanter Zeit
gebildet werden.
2.3.2 Erweiterung auf 3D-Risse
Im 3D-Fall wird die Verzweigungsuntersuchung durch das Auftreten einer
gekrümmten Risskontur und eventuell einer gekrümmten Bruchfläche er-
schwert. Jedoch ist ausgehend von den Gl. (2.14) und (2.15) wiederum wie
im 2D-Fall die Änderung der Energiefreisetzungsrate für die weiter wach-
senden Rissbereiche 1 am Punkt i (da1i > 0) und die zurückbleibenden

















erfüllt werden. Dies kann man als eine Erweiterung des 2D-Falles von
Gl. (2.19) interpretieren. Dabei enthält Gl. (2.22) keinerlei Informationen
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über die Richtung des Risswachstums der bisherigen Grundlösung und der
Verzweigungslösung, beschrieben durch das Rissinkrement da1j .
Im Rahmen dieser Arbeit tritt für die Grundlösungen aufgrund der
hohen Symmetrie infolge der Annahme periodischer Fortsetzbarkeit nur
Modus I Belastung auf. Somit trägt zur Änderung der Energiefreisetzungs-















Wenn an der Grundlösung nur Modus I auftritt und keine abrupte Belas-
tungsänderung erfolgt, wird die Rissausbreitungsrichtung sich nur allmäh-
lich aus der Ebene der bisherigen Bruchfläche heraus entwickeln, weswegen
das Risswachstumsinkrement da1j in der Ebene der bisherigen Bruchflä-
che angenommen wird.
Die partiellen Zeitableitungen in Gl. (2.22) sind im Allgemeinen nicht
vom Ort unabhängig, weswegen sie im Gegensatz zum 2D-Fall nicht durch
Subtraktion der Gl. (2.22) eliminiert werden können. Damit wird es nötig,
Gl. (2.22) direkt auszuwerten. Eine weitere Schwierigkeit stellt die Bereit-
stellung von Grundannahmen bezüglich der Geometrie der Verzweigungs-
mode dar.
Für einen gegenüber der Grundlösung um dt veränderten Zustand wird
die exakte Kontur der weiterlaufenden Rissbereiche 1 mit der oberen der
Gleichungen Gl. (2.22) analog wie die Kontur der Grundlösung berechnet.
Anschließend wird für den zurückgelassenen Teil 2 überprüft, ob dieser
wirklich zurückbleibt, also in Gl. (2.22) dG2k < 0 erfüllt ist. Am Verzwei-
gungspunkt ergibt sich dG2k = 0, so dass die Eindeutigkeit der Lösung
verschwindet.
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3 Rissmuster mit prismatischem Querschnitt
Hier sollen prismatische Rissmuster untersucht werden, wie sie bei der
Bildung der Basaltsäulen [31, 57, 32, 1], bei der Trocknung von Stärke-
schlämmen [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] oder bei der Abkühlung von erhitzten
Sandsteinen [3, 4, 5, 6] auftreten. Abkühlung oder Trocknung verursa-
chen inhomogene Schrumpfung, welche die Triebkraft für die Rissbildung
ist. Bei den Basaltsäulen bilden sich häufig nach einer unregelmäßigen
Startphase Säulen mit konstanten Querschnitten über im Vergleich zu den
Querschnittsabmessungen große Längen. Das deutet auf einen stationären
Prozess hin. Nur dieses stationäre Regime wird hier betrachtet.
3.1 3D-Modell
Basaltsäulen zeigen bevorzugt sechseckige Querschnitte [1]. Es wird da-
von ausgegangen, dass in einem unregelmäßigen polygonalen Netzwerk
an den Rissen außer Modus I Belastung auch Modus II und Modus III
Belastung auftreten. Infolge der Konkurrenz um Triebkraft für Rissfort-
schritt innerhalb des Rissmusters vergleichmäßigen sich durch Modus II
und Modus III Wachstum die Rissabstände und im späten stationären
Zustand bildet das Rissmuster ein regelmäßiges Netzwerk. Deswegen soll
die Entstehung der Basaltsäulen hier idealisierend durch ein 3D-Modell
mit gleichgroßen periodisch fortsetzbaren sechseckigen Säulen untersucht
werden. Dabei wird das stationäre 2D-Modell aus [33] zu einem 3D-Modell
erweitert. Gesucht ist der minimale stationäre Rissabstand. Ferner muss
sich zeigen, ob der Unterschied zwischen den an Basaltsäulen gemessenen
Durchmessern und den um einen Faktor 10 größeren von einem 2D-Modell
[33] vorhergesagten Durchmessser als 3D-Effekt interpretiert werden kann.
Dieser sollte damit zusammenhängen, dass in diesem 3D-Rissmuster die
Risse miteinander verbunden sind, was das Zurücklassen von Teilen der
Rissfront erschwert, wodurch die Verzweigung der Lösung behindert wird
und damit zu kleineren minimalen Rissabständen führt.
3.1.1 Randbedingungen
Unter Ausnutzung von Symmetrie und Periodizität ist es möglich, die
Grundlösung an einer Zwölftelsäule zu bestimmen, siehe Abb. 3.1. Das
erspart Rechenzeit. Es bezeichnet p̃ die Kantenlänge beziehungsweise den
Umkreisradius der Säule, während p der Innenkreisradius beziehungsweise
der halbe Rissabstand zwischen zwei koplanaren Bruchflächen ist. Es gilt
p̃ = 2p/
√
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Abbildung 3.1: Ausschnitt der periodisch fortsetzbaren Anordnung gleich-
mäßiger Sechsecksäulen mit den thermomechanischen Randbedingungen
und Symmetrie an den Rändern A, B und C. Dabei reicht es für die
Grundlösung aufgrund von Symmetrie und Periodizität aus, nur 1/12 der
Säule zu betrachten, welches durch die Flächen A, B und C sowie der hier
schraffiert dargestellten Rissoberfläche begrenzt wird.
Randbedingungen sind in Abb. 3.1 dargestellt und werden im Folgenden
kurz erläutert.
An der Rissoberfläche wird vereinfachend für die komplexen Vorgänge
der konvektiven Kühlung durch Wasser oder Wasserdampf im Riss effek-
tiver Wärmeübergang angenommen. Die Temperatur des Kühlmediums
sei konstant bei T1. Es bezeichnet h den effekiven Wärmeübergangskoef-
fizienten. An der Rissoberfläche wirken keine Kräfte.
λT,j nj = −h (T − T1) und σijnj = 0. (3.1)
Dabei ist in der Umsetzung für das numerische Modell sicher zu stellen,
dass sich die Bruchfläche lang genug in negative z-Richtung erstreckt, um
den kompletten Wärmestrom infolge der Abkühlung des Materials ab-
transportieren zu können. Eine Abschätzung für die benötigte Länge Lh
lässt sich aus Gl. (F.1) mit dem Sonderfall ohne spezifischen Erstarrungs-
wärme (q = 0) finden. An der Ligamentfläche (B) und den Symmetrie-
flächen A und C werden Symmetrierandbedingungen gestellt, das heißt
sowohl der Temperaturgradient normal zur Oberfläche, die Normalver-
schiebung als auch die tangentialen Komponenten des Spannungsvektors
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ti = σijni müssen Null sein. Letzteres ist äquivalent zum Verschwinden
des Kreuzproduktes von ti und nj :
T,i ni = 0 , uini = 0 und tinjeijl = 0, (3.2)
wobei eijl für das Permutationssymbol steht. Die asymptotischen Rand-
bedingungen bei z → ±∞ werden in der numerischen Realisierung durch
Modellierung eines ausreichend langen Streifens erfüllt.
Bei der Abkühlung resultiert aus den Symmetriebedingungen an den
Flächen A, B und C eine Verspannung in der x-y-Ebene. Diese Verspan-
nung ist für die Enstehung von Basaltsäulen bei der Erstarrung eines
Lavasees durch Formschluss mit dem umliegenden Gestein oder durch
Reibung auf dem Untergrund infolge des Eigengewichtes erklärbar, was
für das hier untersuchte späte stationäre Stadium mit zum Großteil schon
erstarrter Lava sinnvoll erscheint. Das Modell soll nur für ungestörte Be-
reiche in der Mitte des Sees gelten, für die weder das thermische noch das
mechanische Feldproblem durch die Übergangsbereiche zum umliegenden
Gestein beeinflusst werden.
3.1.2 Charakteristische Längen
In dem Modell gibt es 4 charakteristische Längen: den Rissabstand 2p,
siehe Abb. 3.1, die Diffusionslänge D/v aus Gl. (2.2), die Wärmeüber-






die aus dem Vergleich zwischen benötigter Energie pro Rissfortschritt und
maximal verfügbarer elastischer Energie im zum Rissfortschritt zugehö-
rigen Volumen gewonnen werden kann. Die ν-Abhängigkeit wurde dabei
im Grenzfall homogener Verspannung analytisch gewonnen, siehe Anhang
D.2, und exemplarisch für endliche Werte von vp/D und hp/λ numerisch
überprüft. In unserem Modell sind l3D0 und λ/h als gegeben anzusehende
Parameter, die noch zu bestimmenden Längen D/v und p können aus der
Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14) und der Verzweigungsbedingung Gl.
(2.22) gewonnen werden.
3.1.3 Grundlösung
Die Risskontur für die Sechsecksäule wird mit dem im Anhang A be-































Abbildung 3.2: Berechnete normierte Energiefreisetzungsrate für verschie-
dene normierte Geschwindigkeiten vp/D und normierte effektive Wärme-
übergangszahlen hp/λ.
Anhang B.1 dargestellte Netzverzerrung umgesetzt. Die bestimmten nor-
mierten Energiefreisetzungsraten G(1− ν)/(E(α∆T )2p) sind in Abb. 3.2
dargestellt und hängen sowohl von dem normierten Wärmeübergangsko-
effizienten hp/λ als auch von der normierten Geschwindigkeit vp/D ab.
Für vp/D → 0 wird das Maximum 1 erreicht, welches dem im Anhang
D bestimmten Wert für homogene Verspannung durch Abkühlung um
∆T entspricht. Für vp/D → 0 ist die Region um die Rissfront schon
vollständig erkaltet, da der konvektive Wärmeeintrag in das Modell ge-
gen Null geht. Für gegebene normierte Geschwindigkeit vp/D nimmt die
normierte Energiefreisetzungsrate mit abnehmendem normierten Wärme-
übergangskoeffizient hp/λ ab, da ein größerer Bereich der Rissoberfläche
am Kühlprozess beteiligt ist. Damit bleibt die Umgebung der Rissfront
wärmer, und es stellt sich in dem Bereich eine geringere Verspannung
ein. Die ν-Abhängigkeit wurde für den Fall homogener Temperaturlast
(v → 0) analytisch gewonnen und für endliche Geschwindigkeiten exem-
plarisch numerisch überprüft, siehe Anhang D.
Abb. 3.3 zeigt die mit dem im Anhang A beschriebenen Verfahren
bestimmten Risskonturen ∆a(x) = a(x) − a(x = p̃/2) für verschiedene
normierte Geschwindigkeiten vp/D. Aufgrund des asymptotischen Mo-
dells ist die Risslänge a selbst nicht dargestellt, sondern nur ihre Differenz
in z-Richtung innerhalb der Risskontur. Die Risskontur ist nur schwach
gekrümmt, dabei befindet sie sich an den Kanten der Säule in z-Richtung


















Abbildung 3.3: Berechnete Risskonturen ∆a(x) entlang einer Seitenfläche
der Säule für verschiedene normierte Geschwindigkeiten vp/D für hp/λ =
0.866 mit p̃ = 2p/
√
3.
der Kanten und damit erhöhte thermische Kontraktion erklärt werden
kann.
3.1.4 Verzweigungslösung
Durch Überlagerung der Grundlösung mit der Verzweigungsmode soll un-
tersucht werden, ob sich die Verzweigungslösung verstärkt oder sich das
System wieder in der Grundlösung einstellt. Dafür ist es nötig, die Ver-
zweigungsmode zu bestimmen. Im Rahmen der Arbeit soll diese für eine
ideale Anordnung sechseckiger Rissmuster mit gleichen Rissabständen gel-
ten. Bei Versuchen an trocknender Stärke, siehe Abb. 3.4(a) aber auch in
[14, 57, 45] wurde der Übergang von drei kleineren auf eine neue größere
Säule beobachtet. Daraus lässt sich die in Abb. 3.4(b) gezeigte periodisch
fortsetzbare Verzweigungsmode mit dem Übergang von 3 kleineren auf
eine neue größere Säule (grau schattiert) konstruieren. Es sind weitere
Verzweigungsmoden denkbar, jedoch gelang es im Rahmen dieser Arbeit
nicht, eine periodisch fortsetzbare Mode mit geringerer Vergrößerung des
Rissabstandes zu finden. Bei Moden mit einer größeren Änderung des Riss-
abstandes ist zu erwarten, dass die Wechselwirkung zwischen den Rissen
geringer ist (Im 2D-Fall umgekehrt proportional zum Quadrat des Ab-
standes [58]), was zu einem späteren Einsetzen der Verzweigung für diese
Moden führen würde.
Abb. 3.4(d) zeigt das repräsentative Volumenelement (RVE) für die
Verzweigungsanalyse der in Abb. 3.4(b) konstruierten Mode, welches drei


















































Abbildung 3.4: (a) Tomogramm getrockneter Stärke [45] mit von 1 nach
6 zunehmender Tiefe z, man beachte den Übergang von drei Säulen zu
einer größeren. (b) Aus (a) gewonnene, idealisierte periodisch fortsetz-
bare Verzweigungsmode mit durch Pfeile gekennzeichneter erforderlicher
nachkritischer lateraler Verschiebung der Risskonturen durch Modus II
und Modus III Risswachstum. (c) Schematischer Verlauf der zu iterie-
renden Störung da(s) mit zurückbleibendem Bereich um den Punkt 0.
(d) Einheitszelle der periodischen Anordnung von Sechsecksäulen für die
Verzweigungsmode. Die Ausnutzung von Symmetrie und Periodizität in-
nerhalb der Einheitszelle erlaubt die Beschränkung der Berechnung auf
den grau schattierten Bereich.
Punkt 2 darstellt, kann man unter Ausnutzung von Verschiebungskoppe-
lung der Ligamentflächen E und F die Berechnung mit nur einer halben
Säule, welche in Abb. 3.4(c) und (d) grau schattiert ist, durchführen.
Vereinfachend wird die Störung da(s) in der Ebene der bisherigen
Rissausbreitung angenommen, und der Kontur der Grundlösung ∆a(x)
überlagert. Im Anhang E wird gezeigt, dass die Beibehaltung der bis-
herigen Rissausbreitungsrichtung zumindest für den Verzweigungspunkt
selbst keine Einschränkung darstellt. Zur Änderung der Energiefreiset-
zungsrate dG trägt hier aufgrund der Symmetrie der Grundlösung nur
Modus I bei, siehe Gl. (2.24).
Bei der untersuchten Mode wird davon ausgegangen, dass der Punkt
0 und seine Umgebung zurückbleiben. Die exakte Kontur der Mode muss
gemäß Gl. (2.22) auf dG(s) = 0 für da > 0 iteriert werden. In der numeri-
schen Umsetzung werden dabei die Differentiale durch finite Differenzen
22
ersetzt, welche sehr klein gegenüber den restlichen Längen des Problems
sein müssen, um den numerischen Fehler entsprechend gering zu halten.
Die eigentlich durch eine transiente Rechnung zu bestimmende Zeit-
ableitung ∂Gi/∂t aus Gl. (2.22) kann man durch die Ortsableitung für










dt = 0 (3.4)
ergibt sich durch Umformung
∂Gi
∂t





Der Punkt 0 und seine Umgebung werden entsprechend der Annahme
des Zurückbleibens bei da = 0 festgehalten und die restliche weiterlau-
fende Kontur da(s) > 0 gemäß dG = 0 bestimmt, siehe Abb. 3.5. Für
Lösungen, für die die Verzweigungsbedingung dG(s) < 0 bei da(s) = 0
gilt, stellt das Festhalten des Punktes 0 keine Einschränkung dar. Wenn
jedoch der Punkt 0 wieder aufholen möchte, wird sich dort infolge des
Zwangs ein dG > 0 einstellen. Damit ist zum Beispiel vp/D = 1.19 in
Abb. 3.5 keine gültige Verzweigungslösung. Jedoch kann sie mit benutzt
werden, um durch quadratische Interpolation den Verzweigungspunkt ge-
mäß Gl. (2.22) aus der Bedingung dG(s = 0) = 0 zu bestimmen.
Aus der Interpolation von dG(s = 0) = 0 gemäß Gl. (2.22) erhält man
für hp/λ = 1.15 bei einer Querkontraktionszahl ν = 0.21 für Basalt den
Verzweigungspunkt vp/D = 1.15. Die Berechnungen erfolgten durch finite
Differenzen, dabei wurde vdt durch die endliche Differenz 0.04p̃ ersetzt,
eine Verkleinerung der Differenz ergab keine Veränderung des Verzwei-
gungspunktes. Eine erneute Berechnung mit anderen Werten für ν ergab
jedoch eine geringe Abhängigkeit des Verzweigungspunktes von ν. Zum
Beispiel wurde für hp/λ = 0.866 und ν = 0.3 der Verzweigungspunkt
vp/D = 1.26 bestimmt.
Beachtenswert ist der Sprung der Kontur der Störung da(s) bei s/p̃ = 1
an der Kante. Dieser Sprung kann auch als Sprung in der Risswachstums-
geschwindigkeit aufgefasst werden.
Durch Wiederholung der Berechnung für andere Werte von hp/λ er-
hält man die Verzweigungsgrenze, welche in Abb. 3.6(a) eingetragen wur-
de. Der Vergleich mit den Werten des 2D-Modells, (wie in [33], jedoch mit
der Verzweigungsbedingung Gl. (2.21) berechnet, da in [33] ein falsches












































Abbildung 3.5: (a) Normiertes Inkrement der Energiefreisetzungsrate dG(s)
der Verzweigungsmode und (b) zugehöriges Inkrement der Verzweigungs-
mode da(s) bezogen auf vdt über s/p̃ für ν = 0.21 und hp/λ = 0.866 für
verschiedene vp/D mit p̃ = 2p/
√
3. Es existiert ein Sprung im Inkrement
da(s) an der Kante bei s/p̃ = 1 (Punkt 1 in Abb. 3.4(c)). Zu bemerken
ist, dass die Kurven in (b) Risswachstumsgeschwindigkeiten darstellen
und für die Grundlösung ein von s unabhängiges v existiert. Der kritische
Wert für Verzweigung wurde aus dG(s = 0) = 0 durch Interpolation als
vp/D = 1.15 bestimmt.
einem Faktor von circa zwei. Dabei stellen die Kurven jeweils die Verzwei-
gungsgrenze für das 3D- bzw. das 2D-Modell dar. Oberhalb der Grenze
verbleibt das System in der Grundlösung, unterhalb jedoch wird sich die
Verzweigungslösung ausbilden.
Unter Nutzung der Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14) zusammen
mit den berechneten normierten Energiefreisetzungsraten aus Abb. 3.2
und der Definition von l3D0 , siehe Gl. (3.3), lassen sich die Ergebnisse
aus Abb. 3.6(a) in Wertepaare von vl3D0 /D beziehungsweise p/l
3D
0 in Ab-
hängigkeit von hl3D0 /λ umwandeln. Abb. 3.6(b) stellt diese dar. Wieder-

























































Abbildung 3.6: Verzweigungsgrenze des 3D-Modells im Vergleich zu der
des 2D-Modells aus [33]. Dabei tritt die Grundlösung jeweils oberhalb
der durch die Linie beschriebenen Verzweigungsgrenze auf: (a) kritische
Werte für vp/D in Abhängigkeit von hp/λ, (b) Ergebnis der Verzwei-
gungsanalyse: normierte Geschwindigkeit vl3D0 /D und normierter halber
Rissabstand p/l3D0 in Abhängigkeit vom normierten Wärmeübergangsko-
effizienten hl3D0 /λ. Das Piktogramm der gleichlangen parallelen Risse steht
jeweils für den Bereich in dem nur die Grundlösung gilt.
[33] dargestellt, jedoch wurde aufgrund der 2D-Modellierung l2D0 gemäß
Gl. (3.13), siehe Seite 28 gebildet. Für gegebene Wärmeübergangskoef-
fizienten und Bruchzähigkeit können nun die Geschwindigkeit und der
Rissabstand bestimmt werden. Damit ist Abb. 3.6(b) das finale Ergeb-
nis unseres Modells, und es sind alle Größen berechenbar. Jedoch zeigt
schon Abb. 3.6(a), dass der Verzweigungspunkt unabhängig von λ/hp bei
vp/D = 1.15 liegt, und damit um einen Faktor von rund 5 von den ex-
perimentellen Daten von Basaltsäulen auf Hawaii abweicht, siehe Tabelle
1 auf Seite 29. Deshalb soll im nächsten Abschnitt ein Modell mit einer
verbesserten Temperaturfeldnäherung vorgestellt werden.
3.2 2D-Modell mit Erstarrungsfront und Kühlung
über die Risse
Da das asymptotische 3D-Modell gegenüber den experimentellen Werten
der Basaltsäulen auf Hawaii, siehe Tabelle 1, einen um den Faktor von














Abbildung 3.7: Thermische Randbedingungen mit Symmetrie (∂T/∂n = 0)
an den Rändern G und H.
vereinfachenden Temperaturfeldannahmen auf die Lösung durch ein rea-
listischeres Temperaturfeld untersucht werden. Dazu wird wie auch schon
in [26] die Erstarrungsfront, bei der sich die flüssige Lava in festen Basalt
umwandelt, unter Berücksichtigung der Erstarrungswärme in das Modell
eingeführt. Weil sich die Ergebnisse des asymptotischen 3D- und des 2D-
Modells nur um einen Faktor 2 voneinander unterscheiden, soll hier nur
ein 2D-Modell genutzt werden, um Rechenzeit zu sparen. Die Erstarrungs-
front wird dabei in ihrer Lage und Form durch die Überbestimmtheit des
Temperaturfeldes festgelegt. Die Bestimmung der Kontur muss numerisch
erfolgen, was im Anhang C näher erläutert ist.
3.2.1 Randbedingungen
Das Modell wird als 2D-Modell im EVZ berechnet, dass heißt, da sich das
Modell in der y-z-Ebene befindet, gelten εxx = 0 und εxy = εxz = 0. Die
thermischen Randbedingungen sind in Abb. 3.7 am Modell eingetragen
und werden im Folgenden erläutert.
An der Erstarrungsfront gilt,
T = T0, (3.6)
dabei ist T0 einerseits die Temperatur bei der per Definition keine ther-
mischen Dehnungen auftreten und andererseits auch die Erstarrungstem-
peratur der Lava. Des Weiteren bestimmt sich unter der Annahme, dass
die Umwandlungswärme komplett in den Festkörper abgeführt wird, der
Wärmestrom an der Erstarrungsfront als
λT,j nj = qρvn. (3.7)
Hierbei steht q für die spezifische Erstarrungswärme, und vn bezeichnet
die Komponente der Geschwindigkeit normal zur Erstarrungsfront. Um-
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Rissufer
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Abbildung 3.8: Mechanische Randbedingungen mit Symmetrie an den Rän-
dern G und H.






Da die Lage und Form der Erstarrungsfront nicht a priori bekannt sind,
müssen diese aus der Überbestimmtheit des Temperaturfeldproblemes ite-
rativ gewonnen werden (siehe Anhang C). Es ergibt sich dabei ein Abstand
zwischen der Erstarrungsfront und der Rissspitze, der durch die Ligament-
länge ℓ charakterisiert wird, siehe Abb. 3.7. Wie schon im 3D-Modell wird
der komplizierte Kühlprozess durch Wasser oder Wasserdampf im Riss
vereinfachend durch effektiven Wärmeübergang beschrieben
λT,j nj = −h (T − T1) . (3.9)
Auf den Symmetrierändern G und H muss
T,j nj = 0 (3.10)
erfüllt sein. Die asymptotische Bedingung, dass für z → −∞ die Tem-
peratur gegen T1 geht, wird in der numerischen Umsetzung durch einen
ausreichend langen Streifen realisiert, bei dem der Riss länger als die zur
Abfuhr der Wärme benötigte Länge Lh aus Gl. (F.1) ist.
Die mechanischen Randbedingungen sind in Abb. 3.8 eingezeichnet
und werden hier kurz erläutert. Die Erstarrungsfront wird wie in [26] als
lastfrei angenommen
σijnj = 0. (3.11)
Dabei vernachlässigt man den Druck, der durch die Gewichtskraft des
darüber liegenden Basaltes entsteht, da er im Vergleich zu den Spannun-
gen, die infolge der Kontraktion durch Abkühlung entstehen, klein sein
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wird (ρgH/Eα∆T < 0.01 für eine Basaltschicht der Dicke H = 100 m,
siehe auch [16], dabei steht g = 9.81 m/s2 für die Erdbeschleunigung).
Das Rissufer soll ebenfalls lastfrei sein.
An den Rändern G und H werden Symmetrierandbedingungen gestellt
uini = 0 und tinjeijl = 0. (3.12)
Die asymptotischen Randbedingungen σijnj → 0 für z → −∞ werden
in der numerischen Umsetzung wiederum durch einen ausreichend langen
Streifen realisiert.
3.2.2 Charakteristische Längen des Modells
In dem Modell gibt es 5 charakteristische Längen: den Rissabstand 2p, die
Ligamentlänge ℓ, siehe Abb. 3.7, die Diffusionslänge D/v aus Gl. (2.2) die




(1 + ν)E (α∆T )
2 , (3.13)
welche aus dem Vergleich zwischen benötigter Energie pro Rissfortschritt
und maximal verfügbarer elastischer Energie pro Volumen gewonnen wird.
Diese unterscheidet sich bezüglich der ν-Abhängigkeit von der Definition
des 3D-Modells, siehe Gl. (3.3). Die ν-Abhängigkeit wurde im Grenzfall
homogener Verspannung analytisch gewonnen, siehe Anhang D.1, und ex-
emplarisch für endliche Werte von vp/D und hp/λ numerisch überprüft.
Von den 5 charakteristischen Längen sind l2D0 und λ/h als gebene Para-
meter angenommen. Die restlichen drei Längen können aus der Überbe-
stimmtheit des Temperaturfeldes Gl. (2.2) an den Rändern, der Rissaus-
breitungsbedingung Gl. (2.14) und der Verzweigungsbedingung Gl. (2.21)
gewonnen werden. Einfluss auf die Lösung des Temperaturfeldesproblems
hat dabei auch noch die spezifische Erstarrungswärme, welche hier aus
Vergleichsgründen mit der bei der Abkühlung des Materials von T0 auf
T1 freigesetzten Wärme normiert wird, so dass sich die dimensionslose
normierte Erstarrungswärme q/(c∆T ) als Parameter des Modells ergibt.
3.2.3 Lösung des Temperaturfeldproblems
Das Modell soll mit den Messdaten aus Hawaii vom Kileau Iki Lavasee
verglichen werden, welche im Folgenden als Hawaii Daten bezeichnet sind.
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Tabelle 1: Experimentelle Werte und Materialdaten für Basaltsäulen am
Kileau Iki Lavasee auf Hawaii
Erstarrungstemperatur von Basalt T0 980 ◦C [16]
Siedetemperatur von Wasser T1 100 ◦C [31]
Temperaturdifferenz ∆T = T0 − T1 880 ◦C
Spezifische Wärmekapazität c 1046 J/kgK [31]
Wärmeleitzahl λ 1.57 J/msK [31]
Thermische Diffusionskonstante D 5.00·10−7 m2/s [31]
Spezifische Erstarrungswärme q von
Basalt




Wachstumsgeschwindigkeit v 6.7 · 10−8 m/s [31]
Rissabstand 2p (1.5−4) m [12, 15, 1, 30]
Elastizitätsmodul E bei 20 ◦C 57.0 · 109 Pa [16]
Querkontraktionszahl ν bei 20 ◦C 0.21 [16]
Thermischer Ausdehnungskoeffizient α
bei 500 ◦C
7.0 · 10−6 1/K [16]







/(Eα∆T )2 2.57 · 10−5 m
Diffusionslänge D/v 7.46 m
vp/D 0.10−0.27
vl2D0 /D 3.43 · 10−6
Dafür benötigt man dort gemessene Daten und ergänzend Materialkenn-
werte aus anderen Veröffentlichungen, alle Werte sind in Tabelle 1 zusam-
mengefasst. Aus Gründen der Vergleichbarkeit erfolgten die Rechnungen
mit einer normierten Umwandlungswärme q/(c∆T ) = 0.45. Die Erstar-
rungsfront wurde mit der in Anhang C beschriebenen Methode bestimmt
und durch die im Anhang B.3 beschriebene Netzverzerrung im FE-Modell
umgesetzt.
In Abb. 3.9 sind berechnete Erstarrungskonturen und Isothermen für
verschiedene Werte von normierter Geschwindigkeit vp/D und normier-
ten Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ dargestellt. Für starke Kühlung
(hp/λ > 1) ist der Riss relativ kalt (siehe Abb. 3.9(a) und (b)). Die bei der
Erstarrung und Abkühlung entstehende Wärme muss über den Riss abge-
führt werden. Für hohe normierte Geschwindigkeit vp/D wird viel Wärme
freigesetzt, damit muss ein großer Teil der Rissoberfläche zur Kühlung bei-
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Abbildung 3.9: Berechnete Isothermen (T − T1)/∆T und gekrümmte Er-
starrungsfront für q/(c∆T ) = 0.45 mit (a) vp/D = 2, hp/λ = 100, (b)
vp/D = 0.5, hp/λ = 100 und (c) vp/D = 0.5, hp/λ = 0.175
tragen, was zwischen den Rissen stark nach hinten verlagerte Isothermen
zur Folge hat, siehe Abb. 3.9(a).
Für abnehmendes vp/D verringert sich der Wärmestrom. Damit trägt
ein immer kleinerer Teil der Rissoberfläche direkt hinter der Rissspitze
zur Kühlung bei. Somit wird der Bereich hinter der Rissspitze kälter. Die
Isothermen verschieben sich in positive z-Richtung, was zu einer größeren
Ligamentlänge ℓ führt, wie in Abb. 3.9(b) ersichtlich.
Wenn der normierte Wärmeübergangskoeffizient hp/λ sich für kon-
stantes vp/D verringert, nimmt die Wärme, die über die Rissoberfläche
transportiert werden kann, ab. Dadurch werden die Abstände zwischen
den Isothermen größer und verlagern sich hinter die Rissspitze ähnlich
wie für die Temperaturfelder in [33]. Der Wärmestrom über die Risso-













Abbildung 3.10: Normierte Ligamentlänge ℓ/p in Abhängigkeit von nor-
mierter Geschwindigkeit vp/D für verschiedene normierte Wärmeüber-
gangskoeffizienten hp/λ
wodurch die Rissspitze in die Nähe der Erstarrungsfront rückt, was zu
einer kleineren normierten Ligamentlänge ℓ/p führt wie zum Beispiel in
Abb. 3.9(c).
Die aus den Berechnungen bestimmte normierte Ligamentlänge ℓ/p ist
in Abb. 3.10 für verschiedene hp/λ über vp/D aufgetragen. Es sind zwei
Grenzfälle erkennbar, für vp/D → 0 fallen die Werte für unterschiedliche
hp/λ zusammen und skalieren mit ℓ/p ∼ D/vp. Eine Begründung dafür
wird in Anhang F.1 gegeben. Im anderen Grenzfall für zunehmende vp/D
geht ℓ/p gegen Null, speziell für kleine hp/λ. Für große hp/λ konnte dieser
Grenzfall nicht genau genug untersucht werden, da dort die Erstarrungs-
front zwischen den Rissen weit hinter die Rissspitze ragt und damit die
Grenze der Netzverzerrung des FE-Modells aus Anhang B.3 erreicht wird.
Der steile Abfall der normierten Ligamentlänge ℓ/p wird dadurch ver-
ursacht, dass für höhere normierte Geschwindigkeiten vp/D mehr Wärme
infolge der Erstarrung und Kühlung des Materials über die Risse abtrans-
portiert werden muss. Bei gegebenem hp/λ lässt sich der Wärmestrom
an der Rissoberfläche nur durch ein Anstieg der Temperatur in Gl. (3.9)
erhöhen. Damit läuft der Riss bis kurz hinter die Erstarrungsfront. Eine




































Abbildung 3.11: Normierte Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von der
normierten Geschwindigkeit vp/D für verschiedene normierte effektive
Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ
3.2.4 Grundlösung
Mit der bestimmten Erstarrungsfront und dem Temperaturfeld als Last
können nun die Spannungs- und Verschiebungsfelder berechnet werden.
Aus den Nahfeld der Rissspitze wird der Spannungsintensitätsfaktor ge-
mäß Gl. (2.17) beziehungsweise (2.18) gewonnen und in die Energiefrei-
setzungsrate G umgerechnet. Die normierte Energiefreisetzungsrate G(1−
ν)/((1+ν)E(α∆T )2p) ist in Abhängigkeit von vp/D für verschiedene hp/λ
in Abb. 3.11 dargestellt. Für jeden Punkt kann dabei eine normierte Li-
gamentlänge ℓ/p mittels Abb. 3.10 zugeordnet werden. Für vp/D → 0
erreicht die normierte Energiefreisetzungsrate den Grenzwert 1. Hierbei
ist der Streifen komplett abgekühlt, und die Erstarrungsfront hat keinen
Einfluss, da die Ligamentlänge gegen unendlich läuft. Somit geht das Mo-
dell in einen unendlich langen Streifen über, der dem Modell aus [33]
entspricht. Dafür wurde der Grenzwert 1 in [33] und im Anhang D.1 ana-
lytisch aus dem Prinzip der stationären Energiefreisetzungsrate bestimmt.
Für ansteigende vp/D nimmt die normierte Energiefreisetzungsrate
ab. Der starke Abfall der Energiefreisetzungsrate fällt mit ℓ/p → 0 aus
Abb. 3.10 zusammen, damit liegt die Rissspitze im relativ heißen Bereich




















































Abbildung 3.12: (a) Normierte Differenz der partiellen Ableitungen über
normierter Ligamentlänge ℓ/p für hp/λ = 0.1, dabei stehen positive Werte
für Auftreten der Verzweigungslösung und negative für das Auftreten der
Grundlösung, (b) gemittelte normierte Normalspannung über normierter
Ligamentlänge ℓ/p für hp/λ= 0.1
Für sehr kleine ℓ/p ergeben sich sogar negative Energiefreisetzungsraten,
welche Folge eines Zusammenspiels der gekrümmten Erstarrungsfront und
des inhomogenen Temperaturfeldes sind.
Für Basalt ist die bruchmechanische Vergleichslänge l2D0 im Vergleich
zu den restlichen Längen des Problems sehr klein, siehe Tabelle 1, so dass
die Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14 ) zu kleinen normierten Liga-
mentlängen ℓ/p führen wird.
3.2.5 Verzweigungslösung
Nun wird durch Verzweigungsanalyse überprüft, siehe Abschnitt 2.3.1, ob
die parallelen Risse weiter wachsen oder ob die alternierenden Mode als
Verzweigungslösung auftritt. Dafür werden die partiellen Ableitungen in
der Verzweigungsbedingung Gl. (2.21) durch finite Differenzen bestimmt.
Hierbei wurde die Änderung der Risslänge der Risse 1 kleiner als zwei Pro-
zent der restlichen Längen, insbesondere ℓ, gewählt, um die erforderliche
Genauigkeit zu erreichen.
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Abb. 3.12(a) zeigt die normierte Differenz der Ableitungen (K11 −
K21)(1−ν)
√
p/(Eα∆T ) für hp/λ = 0.1 über ℓ/p. Für große ℓ/p ist (K11−
K21)(1− ν)
√
p/(Eα∆T ) positiv, damit wird die Verzweigungslösung auf-
treten. Mit sich verringernden ℓ/p nimmt der Wert ab, steigt bei ℓ/p ≈ 1
jedoch wieder leicht an. Dies könnte dadurch erklärt werden, dass für Li-
gamentlängen, die in etwa dem Rissabstand entsprechen, der freie Rand
beginnt, die Rissausbreitung zu beeinflussen. Häufig wird beim Laufen von
Rissen gegen einen freien Rand eine destabilisierende Wirkung des freien
Randes beobachtet. Mit weiterer Abnahme von ℓ/p kommt es für kleine
ℓ/p zu einem starken Abfall und einem Vorzeichenwechsel. Damit existie-
ren für kleine ℓ/p Anordnungen mit (K11 −K21)(1− ν)
√
p/(Eα∆T ) < 0,
für die nur die Grundlösung gültig ist.
Das Auftreten der Grundlösung der Risse für kurze Ligamentlängen
wird verursacht durch Druck im Ligament, welcher die Triebkraft für die
weiterlaufenden Risse 1 stark reduziert. Der Verlauf der durchschnittlichen






σyy(y = 0, z)dz (3.14)
berechnet wird, ist in Abb. 3.12(b) normiert dargestellt. Die Integration
erfolgte dabei numerisch. Der Vorzeichenwechsel der durchschnittlichen
Ligamentsnormalspannung korrespondiert gut mit dem Beginn des star-
ken Abfalls der Differenz der Ableitungen in Abb. 3.12(a).
Interpolation der Kurve in Abb. 3.12(a) liefert den Verzweigungspunkt
gemäß Gl. (2.21). Durch Wiederholung der Berechnung für andere hp/λ
lässt sich die in Abb. 3.13(a) gezeigte Verzweigungsgrenze bestimmen.
Für kleine hp/λ skaliert die Verzweigungsgrenze mit ℓ/p ∼ (hp/λ)1/2.
Für große hp/λ hingegen wird ein nahezu konstanter Wert ℓ/p erreicht.
Es entspricht hp/λ → ∞ der Annäherung an ideale Kühlung, bei der
die Rissoberfläche komplett die kalte Temperatur T1 besitzt. Damit än-
dert sich der Wärmestrom an der Rissoberfläche für einen mittleren Wert
vp/D bei einer weiteren Steigerung von hp/λ nicht mehr signifikant. So-
mit sollten auch das Temperaturfeld und die Erstarrungsfront in etwa
gleich bleiben, und eine Änderung von hp/λ damit keinen Einfluss auf die
Verzweigungsgrenze haben.
Mit den Ergebnissen aus Abb. 3.10 kann man die Verzweigungsgrenze
in Wertepaare von vp/D und hp/λ umrechnen, siehe Abb. 3.13(b). Damit
ist es möglich, das Modell mit dem asymptotischen aus [33] zu vergleichen,

























Abbildung 3.13: (a) Verzweigungsgrenze der kritische normierte Ligament-
länge ℓ/p über normierten Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ. Die Ver-
zweigungslösung ist dabei oberhalb und die Grundlösung unterhalb der
Linie. (b) Verzweigungsgrenze der normierten Geschwindigkeit vp/D über
hp/λ mit der Lösung des asymptotischen Modells (q = 0) zum Vergleich.
Hier liegt die Grundlösung oberhalb der Verzweigungsgrenze.
Modell musste die Verzweigungsanalyse mit der Verzweigungsbedingung
Gl. (2.21) wiederholt werden, da in [33] die Bedingung, dass Risse nicht
wieder heilen können, verletzt war, was zu leicht veränderten Ergebnissen
führte.
Die Ergebnisse skalieren mit vp/D ∼ (hp/λ)1/2 für kleine hp/λ. Im Ge-
gensatz dazu ergibt sich für das asymptotische Modell (q = 0) ein nahezu
konstanter Wert vp/D ≈ 2 für die Verzweigungsgrenze, was vereinbar mit
Skalenargumenten in [45] ist.
Wenn man die Ergebnisse von Abb. 3.13(b) mit denen von Abb. 3.11,
der Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14 ) und der Definition von l2D0
Gl. (3.13) kombiniert, erhält man die Ergebnisse in Form von Abb. 3.14.
Damit können sowohl Rissabstand 2p als auch Geschwindigkeit v für ge-
gebene h, D, λ und l2D0 bestimmt werden.
Wiederum ist in Abb. 3.14 das asymptotische Modell (q = 0) zum




































Abbildung 3.14: Verzweigungsgrenze für p/l2D0 (a) und vl
2D
0 /D (b) über
hl2D0 /λ mit den Werten des asymptotischen Modells (q = 0) zum Ver-
gleich.
Modellen. Für das asymptotische Modellist von p/l2D0 ∼ (hl2D0 /λ)−2/3
und vl2D0 /D ∼ (hl2D0 /λ)2/3 in [33] begründet. Für das Modell mit Erstar-
rungsfront ergibt sich p/l2D0 ∼ (hl2D0 /λ)−3/5 und vl2D0 /D ∼ (hl2D0 /λ)4/5,
welches im Anhang F.2 genauer erläutert wird.
Aus Abb. 3.14(a) ist ersichtlich, dass das System nach der Verzweigung
wieder in die Grundlösung (gleichmäßiges Wachsen aller Risse) finden
kann, da sich durch die Verzweigung der normierte Rissabstand p/l2D0 bei
gegebenem normiertem Wärmeübergang hl2D0 /λ verdoppelt, also größer
wird.
In diesem Sinne kann auch in Überstrapazierung des stationären Mo-
dells eine tendenzielle Aussage über das Verhalten des Rissmusters in der
Startphase der Abkühlung der Lava gemacht werden. Am Anfang domi-
niert dabei Kühlung über die Oberfläche des Lavasees (im stationären
Modell bei z → −∞. Mit zunehmender Dicke des erstarrten Materials in
z-Richtung wird dieser Einfluss jedoch immer schwächer und die Kühlung
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wird zunehmend über die Risse erfolgen. Während dieses Übergangs ist
von einer Verringerung der Eindringgeschwindigkeit des Temperaturfeldes
und der Erstarrungsfront und damit auch den Rissen auszugehen. Eine
Verringerung der Geschwindigkeit entspricht in dem stationären Modell
einer Verringerung des Wärmeübergangskoeffizienten h (Abb. 3.14(b)).
Eine Verringerung von h geht mit einer Vergrößerung des kritischen Riss-
abstandes einher, siehe Abb. 3.14(a). Damit könnte die instationäre Start-
phase mit dem hier vorgestellten Modell in grober Näherung als eine Reihe
von solchen Verzweigungen dargestellt werden. Diese Annahme wird auch
durch den Vergleich der Ergebnisse der Verzweigungsanalyse paralleler
Risse mit einfachen asymptotischen Temperaturfeldern einerseits vom in-
stationären Typ und andererseits vom stationären Typ in [48] nahegelegt,
bei dem sich für gleiche Rissfrontgeschwindigkeit nahezu gleiche kritische
Rissabstände ergaben.
3.3 Modell mit Erstarrungsfront und analytischem
Temperaturfeld
In [31] wurde unter der Annahme von Konvektion durch zusammenhän-
gende Poren eine einfache analytische Lösung für die stationäre Wärme-
leitgleichung Gl. (2.2) gewonnen. Es wird davon ausgegangen, dass bis zu
einer bestimmten Tiefe z = 0 flüssiges Wasser durch die Poren strömt.
Dort verdampft dieses und liegt dann (z > 0) als Dampf vor, der durch
die Poren zirkuliert. Dabei soll die Porosität auch den gemittelten Einfluss
der Risse auf den Wassertransport enthalten. Nur unter Berücksichtigung
der Risse in der Porosität ist das Modell sinnvoll, da an nicht gerisse-
nen Proben von Basalt eine um Größenordnungen zu geringe Porosität
gemessen wurde. Das Temperaturfeld des sich bezüglich eines mit der Ge-
schwindigkeit v in Z-Richtung mitbewegten Koordinatensystem x, y und
z ist bestimmt durch [31]
T = T1 z ≤ 0
T = T1 +∆T
1− exp (−vz/D)
1− exp (−vz0/D)
0 < z ≤ z0. (3.15)
Dabei bezeichnet z0 die Länge des Teils des Temperaturfeldes, der durch
eine Exponentialfunktion beschrieben wird, und ergibt sich aus der Erfül-
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Abbildung 3.15: (a) Schematische Darstellung des Temperaturfeldes aus
Gl. (3.15) und (b) mechanische Randbedingungen mit Symmetrie an den
Rändern G und H.
Das Temperaturfeld ist schematisch in Abb. 3.15(a) dargestellt. In diesem
Modell erscheint die Geschwindigkeit v als gegebener Parameter anstelle
des Wärmeübergangskoeffizienten h im Modell aus Abschnitt 3.2. Physi-
kalisch jedoch wird die Geschwindigkeit durch die konvektiven Prozesse
bei z < 0 festgelegt.
Die mechanischen Randbedingungen sind in Abb. 3.15(b) dargestellt.
Sie sind mit denen des 2D-Modells mit Erstarrungsfront aus Abschnitt 3.2
identisch. Auf eine eingehende Erläuterung der Randbedingungen wird
deshalb hier verzichtet.
3.3.1 Charakterisische Längen
Für dieses Modell finden sich 5 charakteristische Längen: der Rissabstand
2p, die Länge z0 und die Ligamentlänge ℓ, siehe Abb. 3.15, die Diffusi-
onslänge D/v aus Gl. (3.15) sowie die bruchmechanische Vergleichslänge
l2D0 , wie beim Modell im vorherigem Abschnitt aus Gl. (3.13). Dabei sind
l2D0 und D/v in diesem Modell als gegebene Parameter anzusehen. Für ei-
ne gegebene normierte Erstarrungswärme q/(c∆T ) legt Gl. (3.16) z0 fest.
Für die Bestimmung der restlichen zwei Längen stehen die Rissausbrei-









































Abbildung 3.16: Normierte Energiefreisetzungsrate über ℓ/p für verschiede-
ne vp/D
3.3.2 Grundlösung
In Abb. 3.16 ist die normierte Energiefreisetzungsrate G(1 − ν)/((1 +
ν)E(α∆T )2p) für verschiedene normierte Geschwindigkeiten vp/D in Ab-
hängigkeit von der normierten Ligamentlänge ℓ/p dargestellt.
Es ist zu sehen, dass die normierte Energiefreisetzungsrate für zuneh-
mende ℓ/p ansteigt. Der maximale Wert von 1 wird bei ℓ/p = z0/p er-
reicht, da dort die Last auf den Rissen aus der dann hinter der Rissspitze
konstanten Temperaturdifferenz ∆T besteht. Aufgrund der hier verwen-
deten logarithmischen Auftragung können die für sehr kleine normierte
Ligamentlängen auftretenden negativen Werte der normierten Energie-
freisetzungsrate nicht dargestellt werden. Interessant ist auch die Nicht-
monotonie der normierten Energiefreisetzungsrate für verschiedene vp/D.
Eine Ursache dafür wurde nicht gefunden, es ist aber zu vermuten, dass
sie aus einem Wechselspiel des Knicks des Temperaturfeldes bei z = 0





















































Abbildung 3.17: (a) Normierte Differenz der Ableitungen und (b) normierte
durchschnittliche Normalspannung im Ligament für vp/D = 0.5
3.3.3 Verzweigungslösung
Wie im Abschnitt 3.2.5 soll hier wiederum untersucht werden, für welche
Parameterkombinationen die alternierenden Mode auftritt. Die partiellen
Ableitungen werden durch finite Differenzen bestimmt, dabei muss die
Längenänderung der weiterlaufenden Risse 1 viel kleiner als die restlichen
charakteristischen Längen des Modells sein. Abb. 3.17 zeigt den Verlauf
der normierten Differenz der Ableitungen (K11−K21)(1−ν)
√
p/(Eα∆T )
für vp/D = 0.5. Wie beim Modell aus Abschnitt 3.2 ist (K11 −K21)(1−
ν)
√
p/(Eα∆T ) für große normierte Ligamentlängen ℓ/p positiv, zeigt ein
ausgeprägtes Plateau, um dann für kleine ℓ/p durch einen Steilabfall zu
negativen Werten zu kommen. Damit tritt die Grundlösung nur für kleine
ℓ/p auf.
Aus der Bedingung (K11 − K21)(1 − ν)
√
p/(Eα∆T ) = 0 wird der
Verzweigungspunkt bestimmt. Wiederholung der Berechnung für weite-
re normierte Geschwindigkeiten liefert die Verzweigungsgrenze in Abb.
3.18. Im Vergleich zum Modell mit Kühlung über Risse (Abschnitt 3.2)










Abbildung 3.18: Verzweigungsgrenze für ℓ/p über vp/D bei q/(c∆T ) = 0.45.
Die Grundlösung tritt unterhalb der Kurve auf.
neren Ligamentlängen, das heißt die Rissspitzen sind noch näher an der
Erstarrungsfront.
In Abb. 3.18 ist zu sehen, dass die kritische Ligamentlänge sowohl für
vp/D → 0 als auch für vp/D →≈ 1.15 gegen Null geht. Für vp/D → 0
ist es dadurch erklärbar, dass dann die Krümmung des Temperaturfeldes
verschwindet. Somit entsteht ein linear von z abhängiges Temperaturfeld,
bei dem im Anhang F.2 kein Bereich gefunden werden konnte, für den
die Grundlösung existiert. Dies ging mit dem Fehlen einer durchschnittli-
chen negativen Ligamentsnormalspannung einher. Für vp/D → 0 skaliert
die normierte Ligamentlänge ℓ/p mit ℓ/p ∼ (vp/D)1.3. Damit weicht der
Exponent von dem im Modell mit Kühlung über die Risse gefundenen
Exponenten von 1 ab. Das Fehlen des Druckes im Ligament tritt ebenfalls
für vp/D →≈ 1.15 auf, da für diese Fälle die Länge z0 dieselbe Größenord-
nung wie der Rissabstand 2p besitzt. Somit spüren die Risse den Einfluss
der für z < 0 sich anschließenden konstanten Temperaturdifferenz ∆T als
Last, und es kann sich wiederum kein Druck im Ligament einstellen.
Unter Einbeziehung der Ergebnisse aus Abb. 3.16, der Rissausbrei-
tungsbedingung Gl. (2.14) und der Definition von l2D0 aus Gl. (3.13) kann
man die Ligamentlänge ℓ aus der Verzweigungsgrenze von Abb. 3.18 eli-
minieren. Es ergibt sich als p/l2D0 in Abhängigkeit von vl
2D
0 /D, siehe
Abb. 3.19. Aus dem Bereich der Verzweigungsgrenze, der in Abb. 3.18
mit ℓ/p ∼ (vp/D)1.3 skaliert, entsteht in Abb. 3.19 der Bereich der Ver-
zweigungsgrenze, für den p/l2D0 ∼ (vl2D0 /D)−0.8 gilt. Der andere Grenzfall
















Abbildung 3.19: Verzweigungsgrenze p/l2D0 über vl
2D
0 /D. Der sich aus
vp/D ≈ 1.15 ergebende Ast der Verzweigungsgrenze, für den p/l2D0 in-
vers mit vl2D0 /D skaliert, ist gestrichelt dargestellt, da er im Rahmen
unserer bisherigen Annahmen keine gültige Lösung wäre. Der Bereich der
Grundlösung ist durch das Piktogramm gleichlanger paralleler Risse ge-
kennzeichnet.
p/l2D0 ∼ (vl2D0 /D)−1.
Durch die beiden Grenzfälle besitzt die Verzweigungskarte von Abb.
3.19 nur einen schmalen Bereich, in dem die Grundlösung existiert. Er ist
gekennzeichnet durch das Piktogramm gleichlanger paralleler Risse. Dies
stellt eine wesentliche Änderung gegenüber den bisherigen Modellen dar.
Man kann nicht mehr sicher sagen, dass das System durch Verzweigung,
bei der sich der Rissabstand verdoppelt, wieder zu einer neuen Grundlö-
sung mit größerem Rissabstand tendiert. Somit sind die in Überstrapazie-
rung des stationären Modells mit Kühlung über die Risse im Abschnitt
3.2.5 gemachten Aussagen zur Entwicklung des Systems in der transien-
ten Startphase nicht mehr möglich. Es wäre für eine Aussage über das
Verhalten des instationären Startvorganges nötig, die Analyse mit einem
transienten Temperaturfeld, wie zum Beispiel in [26] zu wiederholen. Mit
der qualitativen Diskussion aus Abschnitt 2.3 kann nur der untere Ast in
Abb. 3.19 erklärt werden, deshalb ist der zweite Ast gestrichelt eingetra-
gen.
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3.4 Vergleich der Modelle mit experimentellen Daten
3.4.1 Basaltsäulen
In Hawaii wurde durch wiederholte Temperaturmessungen in Bohrlöchern
am Kilauea Iki Lavasee während der Abkühlung eine über 12 Jahre kon-
stante Geschwindigkeit des Temperaturprofiles gemessen [31], siehe Tabel-
le 1. Damit kann angenommen werden, dass die Geschwindigkeit der Risse
und der Erstarrungsfront ebenfalls konstant waren und der des Tempe-
raturprofils entsprechen. Der in Tabelle 1 angegebene Säulendurchmesser
bzw. Rissabstand wurde nicht direkt bestimmt, sondern an ähnlichen,
älteren bereits erstarrten Lavaseen in der Nähe. Weitere experimentelle
Daten für verschiedene Basaltsäulen am Columbia River Plateau in den
USA und auf dem Island of Staffa in Schottland sind in [13] gegeben, dort
betimmte man die Wachstumsgeschwindigkeit der Risse über ein stark ver-
einfachtes Modell aus den Rastlinienabständen an den Säulen. Für diese
Orte wurden aufgrund fehlender ortspezifischer Angaben dieselben Werte
für q/(c∆T ) und l2D0 aus Tabelle 1 benutzt.
3.4.1.1 Vergleich der verschiedenen Modelle mit Rissabständen
von Basaltsäulen
Da für die Basaltsäulen der Wärmeübergangskoeffizient h unbekannt
ist, werden die Werte der Verzweigungsgrenze in Wertepaare von vp/D
und vl3D0 /D beziehungsweise vl
2D
0 /D umgerechnet und in Abb. 3.20 dar-
gestellt.
Wie schon in Abschnitt 3.1.4 erwähnt, musste für das asymptotische
2D-Modell mit konvektiver Kühlung über die Rissoberfläche die Verzwei-
gungsanalyse erneut durchgeführt werden, da in [33] die Bedingung, dass
Risse sich nicht wieder schließen können, nicht erfüllt war. Als Ergebnis er-
gibt sich ein von vl2D0 /D nahezu unabhängiger Wert von vp/D ≈ 2.1, wel-
cher jedoch nicht mit den experimentellen Daten der Basaltsäulen überein-
stimmt. Für das asymptotische 3D-Modell aus Abschnitt 3.1.4 ergibt sich
ebenfalls ein nahezu konstanter Wert von vp/D ≈ 1.15, welcher sich vom
2D-Modell lediglich um einen Faktor von circa 2 unterscheidet und eben-
falls nicht mit den experimentellen Daten kompatibel ist. Damit scheidet
die Dreidimensionalität des Rissmusters als Ursache für die Unterschiede
zwischen dem 2D-Modell und den experimentellen Daten aus.
Im Sonderfall q = 0 führt das eindimensionale Temperaturfeld aus Gl.
(3.15) auf
























Daten von Hawaii aus Tab. 1
Daten vom Island of Staffa aus [13]
Daten vom Columbia River Plateau aus [13]
Gl. (3.17)
Gl. (3.15)
q/(c∆T ) = 0.45
2D: q = 0 [33]
@
2D: q/(c∆T ) = 0.45
Abbildung 3.20: Verzweigungsgrenzen der verschiedenen 2D- und 3D-
Modelle im Vergleich zu den experimentellen Daten aus Hawaii, siehe
Tabelle 1, und aus [13]. Die experimentellen Daten sind mit l2D0 normiert,
da gute Übereinstimmung nur mit den 2D-Modellen, welche die Erstar-
rungsfront berücksichtigen, erreicht wird.
Dabei geht die Länge z0 aus Gl. (3.16) gegen unendlich, es liegt wieder-
um ein asymptotisches Problem vor. Mit diesem Temperaturfeld wurde
die Anordnung gleichabständiger paralleler Risse in [59] mittels Verzwei-
gungsanalyse untersucht. Dieses Modell zeigt im Bereich kleiner vl2D0 /D
ein nahezu identisches Ergebnis für die Verzweigungsgrenze wie das asym-
ptotische Modell mit Kühlung über die Risse aus [33]. Für den Grenzfall,
dass die DiffusionslängeD/v sehr klein wird, hatD/v keinen Einfluss mehr
auf das Skalenverhalten des Modells, was daran zu sehen ist, dass die Ver-
zweigungsgrenze des Modells für große vl2D0 /D mit p ∼ l2D0 skaliert, siehe
Abb. 3.20. Der gegenüber [59] leicht geänderte Grenzwert von vp/D = 1.7
für kleine vl2D0 /D resultiert aus einer Neuberechnung der Werte in diesem
Grenzfall. Damit ist zu sehen, dass die Verzweigungsgrenze zumindest im
Bereich kleiner vl2D0 /D nicht wesentlich vom Kühlmechanismus abhängt.
Erst das Einbeziehen der lastfreien Erstarrungsfront als Folge der Er-
starrungswärme ergibt mit dem 2D-Modell aus Abschnitt 3.2 eine gu-
te Übereinstimmung mit den experimentellen Daten von Basaltsäulen.
Für das 2D-Modell kann dabei das Skalenverhalten gut durch vp/D ∼(
vl2D0 /D
)1/4
beschrieben werden, was ausführlicher in Anhang F.2 unter-
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sucht wird.
Das Modell mit einem analytischen eindimensionalen Temperaturfeld
Gl. (3.15) aus Abschnitt 3.3 liefert bezüglich der Verzweigungsgrenze in
seinem unteren Ast recht ähnliche Ergebnisse, die im Rahmen der Streu-
ung mit den Daten von Basaltsäulen aus Hawaii, siehe Tabelle 1, und
denen aus [13] übereinstimmen. Die Ähnlichkeit der Ergebnisse beider 2D-
Modelle mit Erstarrungsfront ist nicht verwunderlich, da die Modelle im
Bereich der Rissspitzen für die relativ kurzen Ligamentlängen aufgrund
der gleichen Randbedingungen für die Temperatur am Erstarrungsrand
für niedrige normierte Geschwindigkeiten ein ähnliches Temperaturfeld
aufweisen.
3.4.1.2 Grenzen der Modelle mit Erstarrungsfront
Da sich bei den Modellen mit Erstarrungsfront die Rissspitzen relativ
nahe an ihr befinden, dies ist ersichtlich aus den kurzen normierten Li-
gamentlängen ℓ/p in Abb. 3.13(a) beziehungsweise 3.18, werden bei den
dort herrschenden hohen Temperaturen für Basalt viskose Effekte auftre-
ten, die die vorliegenden linearelastischen Modelle nicht berücksichtigen.
Jedoch reduzieren sich diese viskosen Effekte zum Teil selbst, da die Re-
laxation einerseits die Spannungen absenkt und andererseits die Bruchzä-
higkeit bei hohen Temperaturen ansteigt. Damit werden die Risse nicht so
weit an die Erstarrungsfront heran reichen, wie von den linearelastischen
Modellen vorhergesagt.
Selbst wenn im heißen Bereich die Spannungen relaxieren, kann man
davon ausgehen, dass die für die größtmögliche Verspannung E(1−ν)α∆T
infolge Abkühlung mit ∆T = (T0 − T1) maßgebliche Temperatur T0, bei
der keine thermische Dehnung auftritt, nur moderat abnimmt. Damit än-
dert sich l2D0 aus Gl. (3.13) auch nur wenig, was die gute Übereinstimmung
mit den experimentellen Daten nicht beeinträchtigt.
An Basaltsäulen werden oft Rastlinien beobachtet, die auf einen se-
quentiellen Bruchvorgang unter viskosem Einfluss hindeuten [16, 32]. Der
Riss stoppt durch Abstumpfung infolge viskoser Relaxation. Nach Abküh-
lung der Region um die Rissspitze mit dem darausfolgenden Aufbau von
Spannungen reißt der Riss weiter, stoppt dann wieder durch Abstump-
fung, anschließend startet der Prozess von vorn. Dieser Mechanismus ver-
kompliziert natürlich die Betrachtung, jedoch gilt die qualitative Diskus-
sion der Verzweigungsbedingung nach Gl. (2.19) mit der Konkurrenz aus
wechselseitiger Entlastung und Belastung infolge des Fortschreitens des
Temperaturfeldes auch für endliche Rissfortschrittsinkremente. Weiterhin
weist die Existenz von Säulen ohne Rastlinien darauf hin, dass der sequen-
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tielle Bruchvorgang nicht der universelle Mechanismus für die Entstehung
von Basaltsäulen ist.
Eine weitere Vereinfachung des Modells soll hier noch erwähnt wer-
den. An der Erstarrungsfront erfolgt Masseeintrag in das Modell durch
Anlagerung. Diese Anlagerung wird vermutlich für amorphe Materialien
wie Basalt weitestgehend spannungsfrei erfolgen. Diese Bedingung lässt
sich jedoch in einem kommerziellen FEM-Programm wie zum Beispiel
[46] nicht umsetzen, so dass der Rand vereinfachend wie in [26] als lastfrei
angenommen wurde.
Die gute Übereinstimmung der Modelle mit den experimentellen Da-
ten dient als Begründung für die nötigen Vereinfachungen gegenüber den
realen Bedingungen bei der Entstehung der Basaltsäulen. So sollten beide,
viskose Einflüsse und die vereinfachte Modellierung der Erstarrungsfront,
die Ergebnisse nicht wesentlich beeinflussen.
3.4.2 Stärkesäulen
In [7, 8, 9] findet sich die Trocknung von Stärkeschlämmen als Modellex-
periment für die Bildung von Basaltsäulen. Ähnliche Experimente werden
in [10, 60] beschrieben, wobei man in [60] zusätzlich die relative Feuchte
während des Versuchs gemessen hat. Durch Computertomographie wurde
die Vergröberung der Stärkesäulen im instationären Regime in [14] be-
obachtet, ähnlich zu der an Basaltsäulen festgestellten Vergröberung aus
[15, 16]. In [11, 12, 13] realisierte man Stärkeexperimente mit konstan-
ter Trocknungsrate, dabei kam es nach gewisser Zeit zum Stoppen der
Vergröberung und nahezu stationärer Rissausbreitung.
Der Vergleich von Basalt- mit Stärkesäulen in [12, 13] führt über ein-
fache Skalenargumente auf vp/D = konst. Der für Stärkesäulen gefundene
Wert von vp/DC = 0.15±0.1 stimmt gut mit vp/D ≈ 0.15 für die Basalt-
säulen auf Hawaii, siehe Tabelle 1, überein. Dabei steht DC für den Feuch-
tigkeitsdiffusionskoeffizienten, welcher in [13] zu DC ≈ 1.1 × 10−9 m2/s
bestimmt wurde. In [20] modellierte man die Trocknung der Stärke im ers-
ten instationären Regime als Fluss durch ein ungesättigtes poröses Medi-
um unter Nutzung eines Federmodelles für die mechanischen Spannungen.
Die Risse wurden dadurch bestimmt, dass die Federn bei einer bestimmten
maximalen Last brechen.
3.4.2.1 Analogie zwischen Konzentrationsfeld und Temperatur-
feld
Weil die Feuchtigkeitskonzentration bei Trocknung durch Diffusion





















Abbildung 3.21: Umgeordnete zeitabhängige Konzentrationsprofile von
Abb. 2(b) aus [13] für die späte stationäre Phase, die das Eindrin-
gen der Trocknungsfront mit der gegebenen konstanten Geschwindigkeit
v = 0.18 µm/s verdeutlichen (Anmerkung negative Werte von Z − vt
resultieren von der Trocknungszeit mit einheitlicher Konzentration vor
dem Start der Trocknungsfront). Das zum Vergleich eingezeichnete Kon-
zentrationsprofil, welches aus Mittelung des 2D-Konzentrationsfeldes in y-
Richtung der Theorie für eine Erstarrungskonzentration Cs = 0.276 g/cm3
entstanden ist, zeigt gute Übereinstimmung.
ratur bei Kühlung, siehe zum Beispiel in [12], sollen die Ergebnisse, die
für Schrumpfung durch Abkühlung gewonnen wurden, auch für die Säulen
aus getrockneter Stärke angewendet werden. Dabei wird stark vereinfa-
chend von Diffusion mit einem konstanten Diffusionskoeffizienten ausge-
gangen. Die Diffusion kann durch Wasserdampf in den verbundenen Poren
der Stärke oder durch chemische Bindungen in der Stärke erfolgen. Au-
ßerdem soll der Vergleich mit dem Modell mit Erstarrungsfront erfolgen,
weil die Daten von Abb. 4 aus [13] für vp/DC ≈ 0.15 eine schwache Ab-
hängigkeit von der Geschwindigkeit besitzen und auch von den Werten
der asymptotischen Modelle abweichen (vp/D ≈ 1 . . . 2). Begründungen
für die Annahme einer solchen Erstarrungsfront und die notwendigen Ver-
gleichsgrößen des Konzentrationsfeldes C sollen im Folgenden hergeleitet
werden. Dabei wird in dieser Arbeit die Konzentration wie in der am
häufigsten referenzierten Veröffentlichung [13] als Wassermasse pro Ge-
samtvolumen definiert.
In Abb. 2(b) von [13], siehe auch Abb. 3.21, besitzt das Feuchtigkeits-
konzentrationsprofil trocknender Stärkeschlämme einen steilen Gradien-
ten, bevor ein konstanter Wert erreicht wird. Die Rissfront befindet sich
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in der Region des steilen Gradienten [12, 13].
Außerdem wurde in [13] für die Konzentration dieser Region ein mi-
nimaler Diffusionskoeffizient DC bestimmt, bei dem der Wassertrans-
port von überwiegend Kapillareffekten durch zusammenhängendes flüs-
siges Wasser für höhere Konzentrationen als C ≈ 0.27 g/cm3 zu überwie-
gend Diffusion durch gasförmiges Wasser für niedrigerer Konzentrationen
wechselt. Dieser Wechsel wird auch durch die stark ansteigenden Mess-
fehler für DC oberhalb dieser Konzentration unterstützt, welche laut [13]
durch flüssiges Wasser verursacht werden.
Die Änderung des Wassertransportes führt höchstwahrscheinlich auch
zu einer Änderung des mechanischen Verhaltens. Wo zusammenhängendes
flüssiges Wasser enthalten ist, sollten alle Spannungen, die sich infolge der
Kontraktion durch Trocknung langsam bilden, relaxieren, somit kann das
Material als flüssig angesehen werden. Wo überwiegend Dampf existiert,
können die Spannungen nicht relaxieren. Es wird in diesem Bereich linear-
elastisches Materialverhalten angenommen, obwohl dafür kürzlich in [61]
nichtlinearelastisches Verhalten gemessen wurde.
Die Anwendung des Modells wird auch dadurch empfohlen, dass die
Konzentrationsprofile der späten stationären Phase von Abb. 3.21 hin-
sichtlich ihrer Krümmung mit dem Modell mit Transport über die Risse
für den Fall kleiner Ligamentlängen übereinstimmen. Der Feuchtigkeits-
transport kann durch die Risse verstärkt werden, da Dampf sich leichter
durch die Rissöffnung als durch den Festkörper bewegt, auch wenn der
Effekt laut [62] als eher schwach einzustufen ist. Im Gegensatz dazu wird
in [63] sogar von kleinen Wassertropfen in den Rissen berichtet.
Für den Vergleich mit dem Temperaturfeld muss man verschiedene
charakteristische Konzentrationen definieren. Die Konzentration C0 be-
zeichnet die Konzentration oberhalb der die Stärkeschlämme homogen
trocknen. Die Konzentration C0 ist größer als die Erstarrungskonzentrati-
on Cs, unterhalb der das Material als elastisch angenommen wird. Außer-
dem nimmt man an, dass Cs die Konzentration ist, bei der keine Dehnung
infolge Trocknung auftritt. Eine im Material verbleibende untere Konzen-
tration C1 wird eingeführt. Das verbleibende Wasser könnte zum Beispiel
chemisch oder adsorptiv gebunden sein.
Zum Vergleich des Temperaturfeldes mit dem Konzentrationsfeld wer-
den beide normiert C̃ = (C − C1)/(Cs − C1) und T̃ = (T − T1)/(∆T ).
Für das Temperaturfeld wird der Gradient an der Erstarrungsfront durch
die Erstarrungswärme bestimmt, siehe Gl. (3.8). Dafür muss nun im Fall
des Konzentrationfeldes ein entsprechendes Äquivalent gefunden werden.
Damit das Konzentrationsfeld selbstähnlich mit konstanter Geschwindig-
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keit v in Z-Richtung in die Stärke eindringen kann, muss überall an der
Erstarrungsfront der Strom j = −v(C0 − C1) in Z-Richtung beziehungs-
weise jn = −vn(C0 − C1) normal zur Erstarrungsfront transportiert wer-
den. Durch die Bewegung der Erstarrungsfront mit der Geschwindigkeit v
ergibt sich ein Strom normal zur Front von jn = −vn(Cs − C1). Der ver-
bleibende Strom jn = −vn(C0 − Cs) muss auf der Festkörperseite durch
den Diffusionstrom jn = −DC C,j nj abtransportiert werden, was zu ei-
nem Konzentrationsgradienten führt. Mit Gl. (3.8) und dem Vergleich der
Feuchtigkeitsströme an der Erstarrungsfront folgt











für das Konzentrationsfeld. (3.19)
Dabei ist (C0 − Cs)/(Cs − C1) für das Konzentrationsfeld äquivalent zu
der normierten Erstarrungswärme q/(c∆T ) des Temperaturfeldes.
In [13] wird für die getrocknete Stärke eine Porosität von φ = 0.26 an-
gegeben. Außerdem findet die Trocknung der Stärke oberhalb einer Kon-
zentration C0 = 0.3 g/cm3 homogen statt. Erst mit weiterem Feuchtig-
keitsentzug stellt sich eine Trocknungsfront ein. Die im Material verblei-
bende niedrige Konzentration C1 kann man somit gemäß C1 = C0−φρw =
0.04 g/cm3 berechnen. Es bezeichnet ρw = 1 g/cm3 die Dichte von Wasser.
Die Berechnungen erfolgten im thermomechanischen Modell mit einer
normierten Erstarrungswärme von q/(c∆T ) = 0.1, welche sich durch Ver-
gleich der Gl. (3.18) und (3.19) für C0 = 0.3 g/cm3 und C1 = 0.04 g/cm3
in eine Erstarrungskonzentration von Cs = 0.276 g/cm3 umrechnen lässt
und damit nahe am Wert von Cs ≈ 0.27 g/cm3 ist, welcher sich aus Abb.
2(c) von [13] gemäß [64] ergibt.
Abb. 2(b) aus [13], siehe auch Abb. 3.21, zeigt das Konzentrations-
profil für trocknende Stärke bei konstantem Massenstrom für verschiede-
ne Zeiten. Unter Ausnutzung der gegebenen konstanten Geschwindigkeit
ist es möglich, die Tiefe in Z − vt umzurechnen, siehe Abb. 3.21. Man
kann sehen, dass die Kurven verschiedener Zeiten beinahe zusammen fal-
len und damit ein selbstähnliches Eindringen der Trocknungsfront mit
konstanter Geschwindigkeit existiert. Der steilste Gradient, welcher nicht
wesentlich von der Zeit abhängt, befindet sich bei Z − vt ≈ −1.5 cm. Aus
Abb. 3.21 kann man für die Zeiten t = 60 h und 70 h, bei denen die sta-
tionäre Trocknungsfront schon gut ausgebildet ist, den steilsten Gradient
durch finite Differenzen zu ∂C/∂z = 0.44 g/cm4 bestimmen. Seine Po-
sition befindet sich in der Umgebung der Erstarrungskonzentration von
Cs = 0.276 g/cm
3.
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Mit diesem Gradienten an der Erstarrungsfront kann man durch Um-
formung der Gl. (3.19) und der Vereinfachung vn ≈ v = 0.18 µm/s für
die nur schwach gekrümmte Erstarrungsfront den Feuchtigkeitsdiffusions-
koeffizient zu DC = 9.59 × 10−11 m2/s bestimmen, welcher niedriger ist
als der in [13] ermittelte. Das lässt sich dadurch erklären, dass in [13] der
Einfluss der Risse auf den Wassertransport nicht berücksichtigt wurde.
Für die Geschwindigkeit von v = 0.18 µm/s der in Abb. 2 von [13]
dargestellten Konzentrationsprofile ist in Abb. 4(a) von [13] kein Rissab-
stand 2p gegeben. Jedoch kann man mit Hilfe der Theorie, siehe Abb. 3.22,
einen Rissabstand von 2p = 0.98 mm ermitteln, welcher zu dem für eine
etwas geringere Geschwindigkeit gegebenen Rissabstand von 2p = 1.2 mm
passt. Für 2p = 0.98 mm ergibt sich eine normierte Geschwindigkeit von
vp/DC = 0.91, die aufgrund des wesentlich geringerem DC stark von dem
in [13] bestimmten Bereiches für vp/DC abweicht.
Unter Nutzung all dieser Informationen ist das in der Nähe dieser Wer-
te befindliche Konzentrationsprofil der Theorie am Verzweigungspunkt für
vp/D = 0.9 und hp/λ = 0.09025 zum Vergleich in Abb. 3.21 eingezeichnet
und zeigt zufriedenstellende Übereinstimmung mit den experimentellen
Konzentrationsprofilen aus [13]. Damit kann das hier vorgestellte Modell
mit einem konstantem Diffusionskoeffizienten DC und Feuchtigkeitstrans-
port über die Risse die in [13] gemessenen Konzentrationsprofile erklären.
3.4.2.2 Vergleich der Ergebnisse des Modells mit den Daten von
Stärkesäulen
Zum Vergleich der gemessenen Rissabstände der Stärkesäulen mit der
Theorie ist es nötig, die Definition der bruchmechanischen Vergleichslän-
ge l2D0 für die Trocknung zu modifizieren. In Gl. (3.13) ersetzt man die
spannungsfreie Dehnung infolge thermischer Schrumpfung α∆T durch die
spannungsfreie Dehnung infolge Trocknung ∆C/(3ρw). Dabei bezeichnet
∆C = Cs − C1. Es ergibt sich die bruchmechanische Vergleichslänge
l2D−C0 =
GC (1− ν)
(1 + ν)E (∆C/(3ρw))
2 (3.20)
für das Konzentrationsfeld. Des Weiteren muss man die Temperaturdiffu-
sionskonstante D auswechseln durch die Stoffdiffusionskonstante DC .
Die Skalenbeziehung Gl. (F.14) aus Anhang F.2 kann mit dem l2D−C0



















Abbildung 3.22: Vergleich der gemessenen Daten von Abb. 4 aus [13] für
Säulen aus getrockneter Stärke für unkontrollierte und kontrollierte Trock-
nung mit konstantem Massenstrom mit dem Modell aus Abschnitt 3.2. In
Analogie zur normierten Erstarrungswärme werden (C0−Cs)/(Cs−C1) =
0.1 und die vorher bestimmte DiffusionskonstanteDC = 9.59×10−11 m2/s
benutzt sowie l2D−C0 = 2× 10−8 m angepasst.










Zum Vergleich mit der Theorie sind die Daten aus Abb. 4(a) aus [13] in
Abb. 3.22 gemäß Gl. (3.21) gezeigt. Dafür muss man l2D−C0 anpassen, da
weder die Bruchzähigkeit noch der Elastizitätsmodul für solche getrock-
nete Stärke bekannt sind. Ein Wert von l2D−C0 = 2× 10−8 m ergibt gute
Übereinstimmung zwischen den experimentellen Daten und der Theorie
und erscheint aufgrund der zu erwartenden sehr geringen Bruchzähig-
keit und den relativ großen Schrumpfdehnungen von ∆C/(3ρw) ≈ 0.09
vernünftig. Die ersichtlichen geringen Abweichungen der experimentel-
len Daten von der Theorie vor allem für die Versuche mit konstantem
Massenstrom könnten aus verschiedenen Nichtlinearitäten, wie zum Bei-
spiel zwischen Wasserkonzentration und Schrumpfungsdehnung oder aus
Docht- oder Kapillareffekten welche die Trocknung beeinflussen, wie schon
in [11, 12, 20] diskutiert, resultieren. Trotzdem kann die Übereinstimmung
der experimentellen Daten mit der Theorie auch für die Stärkesäulen als





Tunnelrisse, die zum Beispiel durch gerichtete Trocknung einer Schicht
zwischen zwei Platten in der Schicht entstehen, siehe Abb. 1.3, sind eine
einfache experimentelle Anordnung zum Erzeugen dreidimensionaler Riss-
muster. Praktische Bedeutung hat ihr Auftreten als eine mögliche Scha-
densart in Verbundwerkstoffen. Entgegen den ursprünglichen Annahmen
[42] wachsen die Tunnelrisse aus den Experimenten von [38] trotz ihrer
Gleichabständigkeit nicht stationär getrieben. Dies ergab der Vergleich
der Ergebnisse der bruchmechanischen Verzweigungsanalyse des statio-
nären Modells aus [42] mit den experimentellen Daten von [38] in [42].
Die Existenz einer Geschwindigkeitsabhängigkeit bei den Experimenten
wurde kürzlich auch durch [65] bestätigt. Deshalb betrachtet man hier
den Fall instationär getriebener Tunnelrisse.
Für die Anordnung paralleler durch gerichtete Trocknung instationär
getriebener Tunnelrisse, soll wiederum mittels bruchmechanischer Ver-
zweigungsanalyse der minimale Rissabstand für fortgesetztes gleichab-
ständiges Wachstum bestimmt werden. Dieses Vorgehen wird auch da-
durch gerechtfertigt, dass es bei den gekrümmten Tunnelrissen in Abb.
1.3(c), bei der die Trocknung von zwei Seiten erfolgt, unterhalb eines be-
stimmten Rissabstandes zum Zurücklasen von Rissen kommt, wodurch die
übrigen Risse mehr Platz und damit mehr Energie für Rissfortschritt zur
Verfügung haben. Aufgrund der Geometrie der Tunnelrisse kann man sie
nicht auf ein 2D-Problem reduzieren. Damit ist das vorhandene 2D-Modell
aus [33] nicht anwendbar und eine 3D-Verzweigungsanalyse nötig. Diese
erfolgt hier unter der Annahme, dass wie bei den 2D-Rissmustern jeder
zweite Riss liegen bleibt, was aufgrund der mit dem Abstand stark abneh-
menden Wechselwirkung von Rissen vernünftig erscheint. Gegenüber der
Anordnung prismatischer Rissmuster wird die Verzweigungsanalyse we-
sentlich einfacher, da hier liegenbleibende Risse und weiterlaufende Risse
räumlich getrennt sind.
Andere bei diesen Anordnungen auftretende Risse wie das Delaminie-
ren entlang der Grenzfläche oder die sekundären Risse senkrecht zu den
von uns untersuchten sollen hier nicht betrachtet werden. Das Delaminie-
ren wurde zum Beispiel in [66] beobachtet. Die sekundären Risse sind in
[38] zu sehen.
Die in [38] gegebene Bruchzähigkeit führt in Verbindung mit der re-
lativ großen Schrumpfdehnung infolge der Trocknung zu einer gegenüber
den restlichen vorhandenen Längen sehr kleinen bruchmechanischen Ver-
gleichslänge lT0 der Tunnelrisse, siehe Gl. (4.4) auf Seite 56. Damit wäre
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ein FE-Berechnung in diesem Bereich nur sehr kompliziert mit Substruk-
turtechnik möglich. Es wird in [48] eine Skalenanalyse für die Tunnelrisse
durchgeführt. Mit dem hier präsentierten FE-Modell soll die Gültigkeit
dieser Skalenanalyse in einem für die FE-Analyse geeigneten Bereich un-
termauert werden. Weiterhin erfolgt die Bestimmung der Konstanten der
Skalenanalyse.
Es wird davon ausgegangen, dass bei der Trocknung der Massestrom
über die Stirnfläche (Z = 0 in Abb. 4.1) gegenüber dem Massestrom über
die Rissoberfläche überwiegt, und der Massestrom über die Rissoberfläche
vernachlässigbar ist. Auch soll keine Feuchtigkeit über das Glas abgeführt
werden. Der Trocknungsprozess wird stark vereinfacht, wie auch schon im
Abschnitt 3.4.2, durch thermische Schrumpfung modelliert. Kein Massen-
transport über einem Rand ist einem thermisch isolierten Rand äquivalent
(∂T/∂n = 0). Weiterhin wird für das Temperaturfeldproblem ideale Küh-
lung an der Stirnfläche (Z = 0) angenommen. Damit kann das instationäre
Temperaturfeld durch Gl. (2.4) beschrieben werden.
Wo der Riss die Glasplatten berührt, unterscheidet sich aufgrund der
unterschiedlichen elastischen Konstanten der Materialien die Singularität
vom üblichen 1/
√
r-Typ, stattdessen bildet sich eine sogenannte „Zak-
Williams“-Singularität aus [35]. Um diese zusätzliche Schwierigkeit zu um-
gehen, werden wie schon in [42] die im Vergleich zu der Schicht steiferen
Glasplatten durch unendlich dicke Platten des Materials 2 (siehe Abb. 4.1)
mit den selben elastischen Konstanten E und ν wie die der trocknenden
Schicht, jedoch einer wesentlich höheren kritischen Energiefreisetzungsra-
te GC ersetzt, so dass die Risse nicht in das Material 2 eindringen können.
4.1 Randbedingungen
Hier sollen die mechanischen Randbedingungen für das Modell paralleler
gleichabständiger Tunnelrisse gefunden werden. Die Ausnutzung von Sym-
metrie und Periodizität der parallelen Tunnelrisse mit dem Rissabstand
L und Dicke e der schrumpfenden Schicht ermöglicht eine Reduktion des
Modells für die Grundlösung auf den in Abb. 4.1 gezeigten Bereich.
Das Rissufer sowie die Oberfläche, an der die Risse starten (Z = 0),
sollen lastfrei sein:
σijnj = 0. (4.1)
Für die Symmetrieränder K, L und M sollen Symmetrierandbedingungen
gelten
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Abbildung 4.1: Mechanische Randbedingungen des Modells mit Symmetrie
an den Flächen K, L, M
An den steifen Glasplatten haftet die schrumpfende Schicht im Experi-
ment an, was Unverschieblichkeit an der Materialgrenze entspräche. Auf-
grund der Ersetzung der steifen Glasplatten mit einer unendlich dicken
Schicht, welche die gleichen elastischen Konstanten wie die schrumpfende
Schicht besitzt, muss ein Ersatz für das Anhaften der trocknenden Schicht
an den Glasplatten gefunden werden. Übertragung der Unverschieblich-
keit auf den äußeren Rand (X → ∞) ergibt
ui = 0 für X → ∞. (4.3)
In der Realität wurde X → ∞ durch eine hinreichend dicke Platte, deren
Ausdehnung in X-Richtung 40e entsprach, realisiert. Da sich der äußere
Rand der Platte sehr weit weg von den Rissen befindet und die Plat-
ten selbst auch frei von jeglichen Lasten und Temperaturdehnungen sind,
hat diese Randbedingung keinen wesentlichen Einfluss. Ein numerischer
Test ergab, dass eine Änderung der Randbedingungen auf Lastfreiheit




Das Modell der Tunnelrisse enthält 5 charakteristische Längen. Drei geo-
metrische Längen, die Schichtdicke e, die Risslänge a und der Rissab-
stand L sind aus Abb. 4.1 ersichtlich. Die Eindringtiefe des instationären
Temperaturfeldes δ findet sich in Gl. (2.4). Aus dem Verhältnis zwischen
benötigter Energie pro Rissfortschritt und maximaler verfügbarer elasti-
scher Energie pro Volumeneinheit kann weiterhin eine bruchmechanische
Vergleichslänge lT0 für die Tunnelrisse
lT0 =
GC (1− ν)
(1 + ν)E (α∆T )
2 (4.4)
definiert werden. Wie schon im Abschnitt 3.4.2 steht ∆C für die Differenz
zwischen der Erstarrungskonzentration Cs und der unteren Konzentration
C1. Die ν-Abhängigkeit wurde dabei im Fall homogener Temperaturdiffe-
renz durch das Prinzip der stationären Energiefreisetzungsrate gewonnen,
siehe [35, 36], und im Anhang D exemplarisch numerisch überprüft.
Von den fünf Längen des Problems können e, lT0 und δ als gegeben
betrachtet werden. Es repräsentiert δ =
√
4Dt die Zeit. Über die Rissaus-
breitungsbedingung und die Verzweigungsbedingung sind somit die rest-
lichen zwei Längen a und L bestimmbar.
4.3 Grundlösung
Wiederum werden die Konturen gemäß der Rissausbreitung Gl. (2.14)
mit dem in Anhang A beschriebenen Verfahren berechnet und durch eine
Netzverzerrung, siehe Anhang B.2, realisiert. Abb. 4.2 zeigt exemplari-
sche Konturen für e/L = 0.5 und a/e = 10. Erkennbar ist eine annä-
hernd halbkreisförmige Kurve, die für kleinere normierte Eindringtiefen
des Temperaturfeldes δ/e immer mehr abflacht. Das Abflachen tritt auf,
weil das Temperaturfeld für kleinere Eindringtiefen steilere Gradienten
aufweist und somit vorauslaufende Teile der Rissfront in heißere Bereiche
reichen, wo weniger thermische Verspannung als Triebkraft zur Verfügung
steht.
An den Platten stellte sich kein tangentiales Einlaufen der Risskontur
ein, jedoch konnte dies nicht endgültig geklärt werden, da die dafür nötige
Vernetzung zu einem übermäßigen Anstieg der Rechenzeit führen würde,
siehe auch [67].
Ziel ist es, die Skalenanalyse aus [48] in einem numerisch günstigen






















(1− ν) [α∆T erfc (a/δ)]
2
e · f (e/L) . (4.5)
Dabei stellt f(e/L) die normierte Energiefreisetzungsrate der homogen
verspannten Schicht dar, welche in [35, 36] gegeben ist, siehe auch An-
hang D.3. Es wird die aus dem Fall homogener Verspannung gefundene
Abhängigkeit von der Querkontraktionszahl ν übernommen, jedoch die
Temperaturdifferenz ∆T durch die Temperaturdifferenz zwischen T0 und
der Temperatur an der Rissfront gemäß dem Temperaturfeld Gl. (2.4) er-
setzt. Das geschieht unter der Annahme, dass die Spannung, die bei nicht
vorhandenen Rissen dort wäre, wo sich der Riss befindet, als Triebkraft
eingeht. Die Spannung wird durch die Temperaturdifferenz bestimmt. Für
den Fall gleicher elastischer Konstanten in Schicht und Trägerplatten lässt
sich für e ≤ 0.5L
f (e/L) = c′1 − c3 (e/L)2 (4.6)
mit c′1 = π/4 und c3 = 0.68 finden. Dabei resultiert c
′
1 = π/4 aus dem
Griffithriss, der sich im Fall e/L→ 0 einstellt. Die Berechnung der Ener-
giefreisetzungsrate aus der Lösung des FE-Modells erfolgte wiederum über
die Spannungsintensitätsfaktoren, welche aus dem Nahfeld an der Riss-
spitze entsprechend Gl. (2.18) beziehungsweise (2.17) bestimmt wurden.
Die normierte Auftragung der Energiefreisetzungsrate in Abb. 4.3 zeigt,
dass der Ansatz aus Gl. (4.5) gut mit den Werten der FE-Berechnungen
übereinstimmt. Dabei wählte man die Werte e/L und a/δ so, dass einer-


























































Abbildung 4.3: Überprüfung des analytischen Ansatzes Gl. (4.5) für die
Energiefreisetzungsrate aus [48] durch die Ergebnisse des FE-Modells
seits die resultierende normierte Energiefreisetzungsrate des FE-Modells
noch sicher bestimmbar ist.
4.4 Verzweigungslösung
Hier wird nur die alternierende Mode (jeder zweite Riss bleibt liegen)
untersucht. Sie hat sich in 2D-Modellen [24] als die zuerst auftretende
erwiesen, was auch mit der kurzen Reichweite der gegenseitigen Wechsel-
wirkung von Rissen erklärbar ist.
Bei der Verzweigungsanalyse wurden mit dem um dδ veränderten Tem-
peraturfeld bei festgehaltener Länge der Risse 2 (da2 = 0) die Risse 1 ge-
mäß der Bedingung dG1 = 0 iteriert. Die bestimmten Zuwächse da1 kann
man für e/L = 0.5 und a/e = 20 in Abb. 4.4(a) sehen. In der numerischen
Umsetzung ersetzt man die Differentiale durch finite Differenzen, die so
gewählt wurden, dass sowohl die Änderung der Eindringtiefe des Tempe-
raturfeldes selbst als auch die resultierende Längenänderung der Risse 1
sehr klein gegenüber den restlichen Längen des Modells sind. Abb. 4.4(b)
zeigt die daraus resultierenden normierten Änderungen der Energiefreiset-
zungsrate edG2(s)/(Gdδ). Die Annahme da2 = 0 wird nur erfüllt, wenn
für den gesamten Riss 2 dG2(s) < 0 gilt. Damit ist von den in Abb. 4.4(b)








































Abbildung 4.4: (a) Änderung der Risskontur der weiterlaufenden Risse 1
und (b) resultierende normierte Änderung der Energiefreisetzungsrate der
Risse 2 für e/L = 0.5 und a/e = 20
Verzweigungslösung (dG2(X) ≤ 0). Jedoch lässt sich das Ergebnis von
δ/e = 18 mit benutzen, um mit der Bedingung dG2(X/e = 0.5) = 0
den Verzweigungspunkt δ/e = 19 zu interpolieren. Analoge Rechnungen
für andere Parameterkombinationen von e/L und a/e in Abhängigkeit
von δ/e liefern weitere Werte für die Verzweigungsgrenze, welche in Abb.
4.5(a) dargestellt ist.
Für die Verzweigungsgrenze, welche sich aus der Verzweigungsbedin-
gung ergibt, wurde in [48] mit Hilfe von Skalenüberlegungen eine Glei-
















f (e/2L)− f (e/L)
f (e/L)
(4.7)
approximieren. Dabei ist c̃ eine noch zu bestimmende Konstante. Um
die Richtigkeit von Gl. (4.7) zu überpüfen, werden die Ergebnisse der
Verzweigungsanalyse gemäß Gl. (4.7) aufgetragen, siehe Abb. 4.5(b). Man
kann erkennen, dass Gl. (4.7) recht gut erfüllt ist. Die Konstante c̃ lässt
sich als c̃ = 1.5 ermitteln.
Unter Nutzung der schon berechneten Energiefreisetzungsraten aus
Abb. 4.3, der Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14) und der Definition
von lT0 aus Gl. (4.4) ist es möglich, den Rissabstand L und die Risslänge a
separat für gegebene e, lT0 und δ durch Interpolation aus den Ergebnissen
der FE-Berechnungen zu bestimmen, siehe Abb. 4.6. Abb. 4.6 stellt da-
mit das finale Ergebnis der bruchmechanischen Verzweigungsanalyse dar.





































































Abbildung 4.5: (a) Verzweigungsgrenzen δ/e über a/e für verschiedene e/L
aus der FEM-Analyse. (b) Überprüfen des Skalenansatzes Gl. (4.7) aus
[48] für die Verzweigungsgrenze durch die FEM-Ergebnisse.
vom Verhältnis e/lT0 ab, und es deutet sich an, dass für kleine e/l
T
0 die
Ergebnisse von e/lT0 unabhängig werden.
Die beiden wesentlichen Gleichungen (4.5) und (4.7) der Skalenbe-
trachtung für Tunnelrisse in [48] wurden numerisch bestätigt. Da ein di-
rekter Vergleich der aus der FE-Simulation gewonnenen Ergebnisse mit
den experimentellen Daten aus [38] aufgrund ungünstiger Parameterbe-
reiche nicht möglich ist, benutzt man die Skalenanalyse mit den aus der
FE-Berechnung bestimmten Konstanten.
4.5 Vergleich mit experimentellen Werten
Die Vergleich der Ergebnisse der Skalenanalyse soll mit den experimen-
tellen Daten von Tunnelrissen aus [38] erfolgen. Dort ist die Bruchzä-
higkeit mit KIc = 102 Nm−3/2 gegeben. Des Weiteren ergibt sich unter
der Annahme ν = 0 für die unbekannte Querkontraktionszahl der Elas-
tizitätsmodul E = 3 · Kompressionsmodul = 6 · 109 N/m2. Für die Bil-
dung von lT0 muss die spannungsfreie thermische Dehnung α∆T durch
die spannungsfreie Dehnung infolge Trocknung ∆C/3ρw ersetzt werden.
Aufgrund fehlender Informationen über die Erstarrungskonzentration Cs
und die verbleibende Konzentration C1 wird die in [38] angegebene volle
Konzentrationsdifferenz ∆C = 0.3 g/cm3 zur Bildung der spannungsfrei-
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Abbildung 4.6: (a) Kritischer normierter Rissabstand L/e und (b) kritische
normierte Risslänge a/e über der normierten Eindringtiefe des Tempera-
turfeldes δ/e in Abhängigkeit vom Verhältnis e/lT0 (Es gilt δ =
√
4Dt). In
(a) liegt die Grundlösung oberhalb der jeweiligen Verzweigungsgrenze.
verwendet. Es ergibt sich lT0 = 2.8 · 10−14 m. Für die Versuche aus [38]
liegt das Verhältnis lT0 /e im Bereich von 2.75 · 10−10 bis 1.85 · 10−9 und
unterscheidet sich damit erheblich von den Werten der FE-Berechnungen
aus Abb. 4.6. Für so kleine lT0 /e wäre eine FE-Simulation nur äußerst
aufwendig zum Beispiel unter Einsatz von Substrukturtechnik möglich.
Jedoch kann man aufgrund der bestimmten Konstanten die Ergebnisse
der Skalenanalyse mit den experimentellen Daten vergleichen.
In [48] wurde aus den Gl. (4.5) und (4.7) mit den Gl. (4.4) und (4.6)
sowie der Rissausbreitungsbedingung G = GC unter Nutzung der für
a/δ ≥ 1.5 geltenden Näherung







die Eindringtiefe des Temperaturfeldes δ eliminiert und in niedrigster Ord-












für e < L/2 (4.9)
gewonnen. Dabei ist c′ = 3c̃c3/(4c′1).
Da in [38] keine Risslängen angegeben sind, wurde für die Skalen-
betrachtungen a so bestimmt, dass der Fehlerbereich der experimen-












Theorie Gl. (4.9) mit:
Risslänge a = 3.2 mm
Risslänge a = 15.9 mm
Experimente [38]
Abbildung 4.7: Vergleich des Skalenansatzes Gl. (4.9) mit den Daten aus
[38]. Dabei wurden für den Skalenansatz die Konstanten mit den Ergeb-
nissen der FE-Berechnungen bestimmt und die Risslänge a so angepasst,
dass die Fehlerschranken der Experimente eingeschlossen sind.
3.2 . . . 15.9 mm stimmen mit den möglichen Risslängen gemäß der Ab-
bildungen von [38] überein. Der große Bereich von a zeigt auch die schon
erwähnte geringe Abhängigkeit des Rissabstandes von der Risslänge a. Für
gegebene Werte aus [38] ist lT0 im Vergleich zu den restlichen Längen des
Problems sehr klein. Somit lässt sich aus Gl. (4.9) unter Vernachlässigung
der entsprechend sehr schwachen logarithmischen Korrektur
L ∼ a1/3e2/3 (4.10)
ableiten.
Als ein weiterer Test für die Skalenanalyse kann der Vergleich mit Ex-
perimenten aus [37] für Tunnelrisse zwischen schwach geneigten Platten
(e ∼ a) herangezogen werden. Aufgrund der schwachen Neigung der Plat-
ten ändern sich die Spannungs- und Verschiebungsfelder in der Nähe der
Rissspitze nur unwesentlich. Für e ∼ a entsteht aus Gl. (4.10) L ∼ e, was
mit den Daten aus [37] gut übereinstimmt.
Wie bei den säulenförmigen Rissmustern in trocknender Stärke befin-
det sich die Erstarrungsfront vermutlich in der Nähe der Rissfront. Dies
wurde bei ähnlichen Experimenten in [39, 40] beobachtet. Die gute Über-
einstimmung des hier verwendeten asymptotischen Modells mit den ex-
perimentellen Werten lässt vermuten, dass wegen der durch die Platten
reduzierten Wechselwirkung die Erstarrungsfront als lastfreier Rand kei-
nen wesentlichen Einfluss hat.
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5 Zusammenfassung und Ausblick
Mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Konzept ist es möglich, einfa-
che dreidimensionale Rissmuster zu berechnen, die durch Zugspannungen
infolge inhomogener Schrumpfungen wachsen. Aufgrund wechselseitiger
Entlastung kann es bei der Bildung der Rissmuster zum Zurückbleiben
von Rissen oder Rissteilen kommen. Für die idealisierten periodischen
Rissanordnungen wurden durch bruchmechanische Verzweigungsanalyse
kritische Last- und Geometrieparameter berechnet, bei denen sich durch
Zurückbleiben von Teilen der Rissfront eine neue Lösung einstellt. Daraus
lässt sich ein minimaler Rissabstand für das anhaltende gleichabständige
Wachstum des Rissmusters gewinnen. Gegenstand der vorliegenden Ar-
beit waren säulenbildende Risse in Basalt und Stärke sowie Tunnelrisse.
Für die säulenbildenden Risse wurden sowohl ein 3D-Modell als auch ein
2D-Modell mit verbesserter Temperaturfeldnäherung untersucht.
Für die Basaltsäulen führt die Anwendung einer 3D-Verzweigungsana-
lyse mit einem stationären Modell zu einer Verzweigung und widerspricht
damit theoretischen Behauptungen in der Literatur [18], dass dies für sol-
che netzartigen Rissmuster im stationären Zustand nicht möglich sei. Im
Gegensatz zu den Erwartungen unterscheidet sich der kritische Rissab-
stand lediglich um einen Faktor 2 gegenüber dem der 2D-Verzweigungs-
analyse. Übereinstimmung der Berechnungen mit dem Experiment wird
erst erreicht durch das Berücksichtigen der Erstarrungsfront zwischen flüs-
siger Lava und festem Basalt mit ihrer spezifischen Umwandlungswärme.
Als Resultat kann festgestellt werden, dass der Rissabstand mit zuneh-
mender Wachstumsgeschwindigkeit potenzförmig abnimmt. Die Ergeb-
nisse zeigen mit Daten von Basaltsäulen gute Übereinstimmung. Unter
Nutzung der Analogie zwischen thermischer Diffusion und Feuchtigkeits-
transport durch Diffusion können die Ergebnisse auch das Skalenverhalten
der Rissabstände von säulenförmigen Rissen in getrockneter Stärke gut
beschreiben.
Bei den Tunnelrissen kommt es aufgrund der durch die Trägerplatten
reduzierten Wechselwirkung zwischen den Rissen trotz eines instationären
Temperaturfeldes zum nahezu gleichabständigen Weiterlaufen aller Risse,
welches sich in der schwachen Abhängigkeit des Rissabstandes von der
Risslänge äußert. Die Tendenz zum gleichabständigen Weiterlaufen aller
Risse ist in technischen Anwendungen erwünscht, denn das damit ver-
bundene Erzeugen von viel Bruchfläche geht mit dem Verbrauch von viel
Energie einher und führt somit zu einem schadenstoleranteren Verhalten.
Der Vergleich der Ergebnisse des Modells mit Werten aus Experimenten
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erfolgte mittels einer Skalenanalyse, da sonst eine aufwendige Mehrska-
lenmodellierung erforderlich gewesen wäre.
Nachteil des beschriebenen Verfahrens der bruchmechanischen Ver-
zweigungsanalyse von 3D-Rissmustern ist der hohe Diskretisierungsauf-
wand, um die Spannungsintensitätsfaktoren entlang der Rissfront mit der
erforderlichen Genauigkeit bestimmen zu können. Die benötigte Netzfein-
heit in Verbindung mit der erforderlichen Iteration der Rissfront führt zu
sehr langen Rechenzeiten.
Mit den gewonnenen Erkenntnissen ließen sich nun auch für technische
Anwendungen wie zum Beispiel endlichen Bauteilgeometrien unter schock-
artiger thermischer Beanspruchung mittels Verzweigungsanalyse Rissab-
stand und Risstiefe bestimmen. Damit sind technisch bedeutsame Aus-
sagen wie zum Beispiel die Bestimmung der Eindringtiefe der Risse und
der Restfestigkeit für keramische Schutzschichten möglich. Weitergehend
könnte dann eine Maximierung der Restfestigkeit erfolgen.
Auch andere einfache experimentelle Rissmuster, wie die sternförmi-
gen Risse in Nanodispersionen aus [41], welche in dünnen Kapillarröhren
getrocknet werden, sollten mit dem vorgestellten Konzept vorhersagbar
sein. Jedoch wäre es dafür vorteilhaft, auch poroelastisches Material in
das Modell zu integrieren. Damit könnte man auch die Herstellung von
keramischen Bauteilen untersuchen. Diese produziert man unter anderem
durch Sintern von Rohformen, welche aus befeuchteten Pulver gepresst
wurden. Ziel ist es, dabei eventuell auftretende Risse zu vermeiden.
Mit fortführenden Untersuchungen zur Bildung der Basaltsäulen un-
ter Einbeziehung von viskoelastischem Materialverhalten wäre es möglich,
dessen Einfluss auf die Ergebnisse genauer zu quantifizieren. Eine weitere
interessante Fragestellung ist die bruchmechanische Analyse oszillieren-
der Säulendurchmesser, welche in der Natur an Basaltsäulen beobachtet
werden können [32]. Dies erfordert die Erweiterung der 2D-Analysen os-






A Gradientenverfahren zur Bestimmung der
Kontur eines ebenen Risses
Für einen ebenen Riss mit beliebiger Kontur unter einer gegebenen Be-
anspruchung werden sich im Allgemeinen Spannungsintensitätsfaktoren
einstellen, die von der Position sR entlang der Risskontur abhängig sind.
Damit ist auch die Energiefreisetzungsrate infolge einer lokalen Variation
der Rissfront G(sR) entlang der Kontur veränderlich. Um die Kontur des
statisch getriebenen Risses zu finden, ist es notwendig, die Kontur so zu
variieren, dass die Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.14) überall entlang
der Kontur erfüllt ist und entlang der Kontur für die Energiefreisetzungs-
rate ein einheitlicher Wert G = GC existiert.
Ziel der Iteration ist
G(sR) = GC . (A.1)
Dabei wird hier davon ausgegangen, dass der Riss bei Risswachstum eben
bleibt, also nur Modus I Beanspruchung vorliegt. Für diese Aufgabe sind
verschiedene Verfahren entwickelt worden, die spezielle Programme be-
nutzen, zum Beispiel [69]. Um allgemein übliche FEM-Programmpakete
zu verwenden, wurde eine neue Methode für ebene Risse unter Modus I
Belastung entwickelt, welche auch schon in [42] beschrieben ist.
Die Energiefreisetzungsrate bezüglich einer lokalen Rissflächenerweiterung






beschreiben. Dabei sind bezüglich der lokalen Erweiterung der Bruchfläche
dAi noch Annahmen über deren Gestalt zu treffen. Im Rahmen dieser Ar-
beit soll die Rissflächenerweiterung dAi in Richtung der Konturkoordinate
sR eine finite Länge besitzen und normal zur Rissfront differentiell aus-
gedehnt sein. Die Ausdehnung in sR-Richtung muss zusätzlich noch klein
gegenüber dem Krümmungsradius der Rissfront sein. Diese Wahl geschah
in Hinblick auf die numerische Auswertung an diskreten Stellen entlang
der Risskontur und sichert außerdem durch die differentielle Ausdehnung
normal zur Rissfront, dass die konkrete Wahl der Geometrie die Energie-
freisetzungsrate nicht beeinflusst, was bei endlichem Rissfortschritt durch
kinematische Zwänge auftreten kann.
Durch die Einführung eines Gesamtpotentials Πg = Π+W fr, bei dem
W fr = GCA die Brucharbeit bezeichnet, kann man die Rissausbreitungs-
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bedingung Gl. (2.14) aus der Stationaritätsforderung des Gesamtpotenti-
als erhalten. Damit Πg Potentialcharakter hat, muss aber sicher gestellt
werden, dass die Bruchfläche in der zeitlichen Entwicklung an keiner Stelle
wieder abnimmt. Durch Diskretisierung an den Stellen sR = si mit der
diskretisierten Risslänge ai und einer zugeordneten Bruchflächenerweite-
rung dAi kann aus der Stationaritätsforderung ∂Πg/∂Ai = 0
∂Πg(aj)
∂Ai
= −G(ai) +GC = 0 (A.3)
gewonnen werden. Somit ist es möglich, die Risskontur iterativ durch ein
Gradientenverfahren zu finden. Ausgehend von eine beliebigen Kontur
lässt sich die Änderung der diskretisierten Risslänge ∆ai zur besseren
Erfüllung der Stationarität im Richtung der größten Abnahme von Πg (in







definieren. Wenn man nun in nullter Ordnung G bereichsweise konstant









Dabei steht ∆ai normal zur Rissfront, und Gi bezeichnet die Energiefrei-
setzungsrate am diskreten Punkt i. Der Gradient wird aus numerischen
Gründen mit G geteilt, und β ist ein Dämpfungsfaktor mit der Dimension
einer Länge, welcher in der numerischen Umsetzung mit einer charakteris-
tischen geometrischen Länge normiert wird (bei den prismatischen Riss-
mustern mit p und bei den Tunnelrissen mit e). Er muss klein genug sein,
um Konvergenz der Iteration zu gewährleisten. Aufgrund der wechselsei-
tigen Beeinflussung entlang der Risskontur muss man β in Gl. (A.5) sehr
klein wählen. Deshalb soll im Folgenden eine andere Rissflächenerweite-
rung eingeführt werden (siehe Abb. A.1).
Um größere Schrittweiten für geringere Rechenzeiten realisieren zu
können, wird nun in erster Ordnung eine stückweise lineare Ansatzfunkti-
on für da(sR) wie in Abb. A.1 gewählt: Diese wies in [69] für die Bestim-
mung der Energiefreisetzungsrate aus der Veränderung der Steifigkeitsma-
trix gute Konvergenz auf. Um alle Punkte i gleichberechtigt zu betrachten,








Abbildung A.1: Geometrie zur Berechnung von ∂Πg/∂Ai mit den Diskreti-
sierungspunkten si entlang der Rissfront
∆s für alle Punkte i konstant und kleiner als der kleinste Abstand zwei-
er Punkte i. Unter der Voraussetzung, dass nur Modus I vorliegt, trägt
nur KI zur Energiefreisetzungsrate G bei, und es wird KI aus Vereinfa-
chungsgründen durch K ersetzt. Der Spannungsintensitätsfaktor K(sR)
wird bereichsweise linear zwischen den Stützstellen si−1 und si sowie si



















EGC/(1− ν2). Bereichsweise Integration von Gl. (A.6) er-




























Gemeinsam mit der Rissflächenerweiterung dAi = dai∆s, siehe Abb. A.1,
69



















































Die Iteration mit (A.8) liefert wesentlich bessere Konvergenz als (A.5).
Es soll weiterhin erwähnt werden, dass β zwar innerhalb eines Iterati-
onsschrittes konstant zu halten ist, aber man es zwischen den Iterations-
schritten ändern kann. So wurde im Rahmen dieser Arbeit β mittels einer
empirischen Funktion in Abhängigkeit der Intensität der Abnahme der
Standardabweichung von Ki von Schritt zu Schritt gesteuert. Dabei wird




erfüllt ist. Die Fehlerschranke ǫ wurde je nach erforderlicher Genauigkeit
in dieser Arbeit mit ǫ = 10−3...−5 gewählt.
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B Netzverzerrungen
Netzverzerrungen sind eine geeignete Methode, um gekrümmte Geometri-
en einfach und effektiv zu modellieren. Die grundlegende Idee ist, dass Re-
gelkörper kontrolliert vernetzt werden und anschließend die Erstellung der
gekrümmten Geometrie durch Verschiebung der Knoten auf neue Koor-
dinaten erfolgt. Die dafür genutzten empirischen Gesetzmäßigkeiten müs-
sen sicherstellen, dass keine stark deformierten oder entarteten Elemente
entstehen. Die Anwendung der Idee der Netzverzerrungen wurde [59] ent-
nommen, dort erzeugte man oszillierende 2D-Risse aus geraden Rissen
durch Netzverzerrung.
B.1 Netzverzerrung für die prismatischen Rissmuster
Die Zwölftelsäule mit gerader Rissfront auf den Seitenflächen des Pris-
mas wurde in Regelkörper aufgeteilt und vernetzt. Bei der Iteration der
Risskontur der Grundlösung an der Zwölftelsäule verschiebt man mit ent-
sprechenden Befehlen des Programmes Ansys die Knoten im gesamten
Volumen in z-Richtung um ∆zN gemäß
∆zN = ∆a (xmod)
|zN − LM |
LM
. (B.1)
Dabei bezeichnet ∆a(x) die Differenz der Rissfrontkoordinate zur Riss-
frontkoordinate an der Seitenmitte der Sechsecksäule (siehe auch Abb.
3.3), und der Ursprung der Knotenkoordinate zN in z-Richtung befinde
sich auf der Höhe der Rissfront an der Seitenmitte (siehe auch Abb. 3.1).
LM bezeichnet die Ausdehnung des Modells von der geraden Rissfront in
±z-Richtung. Die modifizierte x-Koordinate xmod wird aus den Knoten-







gebildet. Dieser Ansatz wurde durch Fallunterscheidungen so erweitert,
dass er auch für die Iteration der Verzweigungsmode benutzbar ist. Dabei
wurde der Sprung der Risskontur an der Kante 1 durch einer Doppelroset-





Abbildung B.1: Netzverzerrung an der Zwölftelsäule im Bereich der Riss-
front als Draufsicht auf die Säulenseitenfläche: (a) unverzerrtes Netz, (b)
verzerrtes Netz für vp/D = 2.31 und hp/λ = 1.15. (c) Ausschnitt der
Vernetzung an der Kante der Zwölftelsäule zur Verdeutlichung der Dop-
pelrosette für die Modellierung des Sprungs der Verzweigungsmode, dabei
sind Risskontur und Säulenkante durch dicke Linien hervorgehoben
B.2 Netzverzerrung für die Tunnelrisse
Da erste Versuche, die Tunnelrisse durch Netzverzerrung einer geraden
Risskontur zu modellieren, siehe [67], aufgrund der zu starken Krümmung
scheiterten, wurde für die Tunnelrisse in [67, 42] eine Netzverzerrung ent-
wickelt, deren Startpunkt eine kreisförmige Rissfront ist. Dazu benutzt
man ein Zylinderkoordinatensystem R, ψ und ξ, dessen Ursprung sich
im Zentrum des Viertelkreises auf der Bruchfläche befindet, wie in Abb.
B.2(a) dargestellt. Es wird nur der grau schattierte Bereich des Netzes
verzerrt. Die Rissfrontkoordinate ∆a(x) kann man durch ∆Ra(ψ) aus-














































für R ≥ e
2
(B.3)
verschoben. Das Ergebnis dieser Verzerrung ist exemplarisch für a/e = 10,
e/L = 1 und δ/e = 6 in Abb. B.2(b) dargestellt. Dabei stellt diese Kontur
eine der am stärksten verzerrten Konturen dar, die Form der meisten






Abbildung B.2: Draufsicht auf einen Ausschnitt des Netzes mit der Bruch-
fläche zur Modellierung der Tunnelrisse durch Netzverzerrung: (a) unver-
zerrtes Netz, dabei wird nur der grau schattierte Bereich verzerrt, die bei
der Verzerrung verwendeten Zylinderkoordinaten R, ψ und ξ, deren Ur-
sprung sich im Zentrum des Viertelkreises auf der Bruchfläche befindet,
sind eingezeichnet. Die Rissfront ist durch die dicke Linie gekennzeichnet
und die gestrichelte Linie markiert den Übergang zwischen Schicht und
Platten. (b) Verzerrtes Netz für a/e = 10, e/L = 1 und δ/e = 6.
B.3 Netzverzerrung für die Erstarrungsfront
Für die Modellierung der Erstarrungsfront nutzte man ebenfalls eine Netz-
verzerrung. Um die dafür notwendige Rechenzeit zu reduzieren, wurde nur
ein Teil des Netzes verzerrt. Alle Knoten, die sich in der z (siehe Abb. 3.7)
weiter als Lv = 4.5p hinter der Rissspitze befinden, bezieht man nicht in
die Netzverzerrung ein. Die anderen Knoten werden gemäß






in z-Richtung verschoben, dabei ist der Ursprung der zN -Koordinate an
der Rissspitze, zS(y) bezeichnet die zN -Koordinate der Erstarrungsfront




Abbildung B.3: Netzverzerrung für die Modellierung der Erstarrungsfront
(a) unverzerrtes Netz und (b) verzerrtes Netz für vp/D = 1 und hp/λ = 2.
Der Riss ist durch die dicke Linie gekennzeichnet.
Beispielhaft ist das Ergebnis der Verzerrung in Abb. B.3 für vp/D = 1
und hp/λ = 2 gezeigt. Die Netzverzerrung begrenzt auch die Anwend-
barkeit des Modells, da für stark gebogene Erstarrungskonturen zu stark
deformierte Elemente entstehen.
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C Verfahren zur Bestimmung der Erstar-
rungsfront
Aus der Wärmeleitgleichung Gl. (2.2) mit den zugehörigen Randbedin-
gungen aus Abschnitt 3.2.1 müssen neben dem Temperaturfeld auch Lage
und Gestalt der Erstarrungsfront gewonnen werden. Wegen des durch die
Kühlung über die Risse inhomogenen Temperaturfeldes muss die Bestim-









Abbildung C.1: Schema für die Iteration der Erstarrungsfront
Die Berechnung mittels FEM mit einer willkürlichen Kontur unter For-
derung der Gradientenrandbedingung Gl. (3.8) liefert ein Temperaturfeld.
Die für die Erstarrungsfront geforderte Temperatur T0 wird im Allgemei-
nen noch nicht erfüllt sein. Jedoch kann man die Temperatur in der Nähe
der Erstarrungsfront mit Hilfe des Temperaturgradienten entwickeln. Von








dabei wurde die Normalkomponente der Geschwindigkeit vn durch vn =
v cos θ ersetzt. Der Winkel θ wird gemäß Abb. C.1 zwischen dem Nor-
malenvektor der Erstarrungsfront und der Wachstumsrichtung gebildet,
S bezeichnet die Erstarrungsfrontkoordinate. Die Komponente des Tem-
peraturgradienten ∂T (S)/∂S in Konturrichtung ist näherungsweise durch
finite Differenzen aus den Knotenwerten bestimmbar.
Mit dem damit bekannten Gradienten lässt sich das Temperaturfeld
in der Nähe des Punktes xi an der Erstarrungsfront in erster Ordnung als







entwickeln. Hier beschreibt ∆xi den Abstandsvektor von der Erstarrungs-
kontur zu einem Punkt in der Nähe. Von der Bedingung, dass für die
Erstarrungskontur T = T0 gelten muss, kann nun eine Differenz ∆xi zur
besseren Erfüllung dieser Bedingung berechnet werden. Um die Eindeu-
tigkeit entlang der Kontur zu sichern, wird aus numerischen Gründen ∆xi
in z-Richtung gewählt und der Punkt xi der Kontur durch die Frontkoor-
dinate S bestimmt. Damit kann aus Gl. (C.2) die Änderung
∆z(S) = β
[T0 − T (S)](




unter Berücksichtigung einer numerisch sinnvollen Dämpfung β berechnet
werden, wobei der Nenner den Gradienten in z-Richtung repräsentiert. Die
Iteration wird wiederholt, bis für alle Diskretisierungspunkte der Kontur
|T (S)− T0|
∆T
≤ ǫ = 10−5 (C.4)
erfüllt ist.
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D Methode der stationären Energiefreiset-
zungsrate
Im Grenzfall der Verspannung durch eine konstante Temperaturdifferenz
∆T lässt sich die Energiefreisetzungsrate durch das Prinzip der statio-
nären Energiefreisetzungsrate bestimmen. Dies soll als Test für die FE-
Modelle dienen und außerdem die jeweilige ν-Abhängigkeit liefern, die
dann für inhomogene Temperaturfelder numerisch überprüft wird.
Man geht davon aus, dass sich die Spannungszustände weit vor und
weit hinter der Rissfront sowie das Rissspitzenfeld selbst bei Rissfortschritt
nicht ändern. Beim Rissfortschritt wandelt sich ein Teil verspanntes Ma-
terial von weit vor dem Rissfront in ein weniger verspanntes weit hinter
der Rissfront um. Wenn die potentielle Energie für die Körperteile weit
vor und weit hinter der Rissfront und das Potential der äußeren Lasten
bestimmbar sind, kann damit die Energiefreisetzungsrate ohne Kenntnis
der Nahfelder gemäß Gl. (2.13) durch
G = −dΠ2 − dΠ1
dA
(D.1)
berechnet werden. Dabei steht Π1 für den Zustand weit vor und Π2 für den
weit hinter der Rissfront. In den hier betrachteten Fällen von thermischer
Verspannung sind keine äußeren Lasten vorhanden, damit entspricht die
elastische Verzerrungsenergie der potentielle Energie. Somit lässt sich die
potentielle Energie Π für linearelastisches Materialverhalten durch









berechnen, wobei U die elastische Verzerrungsenergie, U∗ die spezifische
elastische Verzerrungsenergie und V das Volumen bezeichnen, siehe zum
Beispiel [49].
D.1 Parallele Risse im 2D
Bei parallel angeordneten Rissen, wie in Abschnitt 3.2, lässt sich für
den Grenzfall homogener Temperaturlast und sehr großer Ligamentslänge
die Energiefreisetzungsrate analytisch berechnen. Weit vor der Rissfront
sind die Gesamtdehnungen in X- und Y -Richtung null, während die Z-






εY Y = −α∆T, restliche
el
εkl = 0 . (D.3)
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Über das Materialgesetz lassen sich die Spannungen σkl berechnen:
σXX = σY Y = −
Eα∆T
1− ν , restliche σkl = 0 . (D.4)
Damit lässt sich die spezifische elastische Verzerrungsenergie weit vor der





bestimmen. Weit hinter der Rissfront ist die Y -Richtung vollkommen ent-
spannt, in X-Richtung ist jedoch die Gesamtdehnung aufgrund des EVZ
weiterhin Null. Damit ergibt sich in der X-Richtung
el
εXX = −α∆T und σXX = −Eα∆T. (D.6)
Alle restlichen elastischen Dehnungen und Spannungen sind Null. Somit







Beim Rissfortschritt um eine Fläche dA wird ein zugehöriges Volumen dV
vom Zustand 1 in den Zustand 2 umgewandelt. Gemäß der Definition der
Energiefreisetzungsrate von Gl. (2.13) ist die Änderung der potentiellen
Energie pro Rissfortschritt zu bilden. Aus der Geometrie folgt das Volu-
meninkrement dV = 2pwdZ, dabei bezeichnet w die Ausdehnung in die
Dickenrichtung X. Das dazugehörige Bruchflächeninkrement ergibt sich
zu dA = wdZ. Gemäß Gl. (D.1) und (D.2) kann die Energiefreisetzungs-
rate im Fall homogener Temperaturlast durch
G =





D.2 Rissmuster mit prismatischem Querschnitt
Auch für die prismatischen Sechsecksäulen wie in Abb. 3.1 lässt sich
im Fall konstanter Temperaturdifferenz die Energiefreisetzungsrate ana-
lytisch gewinnen. Dies entspricht für die in Abschnitt 3.1 betrachteten
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Sechsecksäulen mit stationärer Wachstumsgeschwindigkeit dem Grenzfall
v → 0, bei dem die gesamte Umgebung der Rissfront schon kalt ist. Da
keine äußeren Lasten sondern nur Verspannungen infolge Schrumpfung
vorhanden sind, ist die äußere Energie null.
Weit hinter der Rissfront verschwinden alle Spannungen und elasti-
schen Dehnungen infolge vollkommener Entspannung. Damit gilt für die
spezifische elastische Verzerrungsenergie U∗2 = 0. Weit vor der Rissfront
sind die Gesamtdehnungen in X- und Y -Richtung null, während die Z-







εY Y = −α∆T, restliche
el
εkl = 0 (D.9)
und die Spannungen σkl
σXX = σY Y = −
Eα∆T
1− ν , restliche σkl = 0. (D.10)
Somit lässt sich die spezifische innere Energie weit vor der Rissspitze ge-





bestimmen. Entsprechend der Definition der Energiefreisetzungsrate von
Gl. (D.1) ist die Änderung der Gesamtenergie pro Rissfortschritt zu bil-
den. Aus der Geometrie folgt das Volumeninkrement dV = (6/
√
3)p2dZ.
Das dazugehörige Bruchflächeninkrement wird durch dA = (12/
√
3)pdZ
beschrieben. Da weit hinter der Rissfront das Material vollkommen ent-
spannt und damit die elastische Energie null ist, ergibt sich gemäß Gl.






1− ν . (D.12)
Dies ist gleichzeitig die maximale Energiefreisetzungsrate für thermische
Verspannung. Alle inhomogenen Temperaturfelder liefern kleinere Werte.
Der Vergleich der FE-Berechnung mit diesem analytischen Testfall lieferte
eine Abweichung von weniger als 1 Prozent, siehe auch [56]. Außerdem
wurde überprüft, ob die hier gefundenen ν-Abhängigkeit auch für den




























Abbildung D.1: Normierte Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von ν
für vp/D = 1.08 und hp/λ = 1.155
In Abb. D.1 ist die normierte Energiefreisetzungsrate exemplarisch für
vp/D = 1.08 und hp/λ = 1.155 in Abhängigkeit von ν aufgetragen. Die
Abweichung gegenüber dem zu erwartenden konstanten Wert beträgt im
Bereich ν = 0 . . . 0.3 weniger als 2 Prozent. Dabei nimmt die normierte
Energiefreisetzungsrate mit steigendem ν minimal ab.
D.3 Tunnelrisse
Wiederum soll von einer homogenen Last zum Beispiel durch homogene
Temperatur ausgegangen werden, so dass für im Vergleich zur Schichtdicke
und zum Rissabstand hinreichend lange Tunnelrisse sich die Spannungs-
und Verschiebungsfelder vor und nach der Rissfront nicht mehr ändern.
Damit kann wieder die Energiefreisetzungsrate aus der Differenz der
Energie des zum inkrementellen Rissfortschritt gehörenden inkrementel-
len Volumens bestimmt werden. Im Fall der Tunnelrisse sind jedoch die
Spannungs- und Verschiebungsfelder im schon gerissenen Bereich inhomo-
gen und nur in Ausnahmefällen analytisch beschreibbar. Es kann jedoch
die Energiefreisetzungsrate mittels einer Methode, welche dem Rissschließ-









berechnet werden, siehe auch Abb. D.2. Dabei ist σ(1)Y Y die Spannung weit














Abbildung D.2: Zur Berechnung der stationären Energiefreisetzungsrate für
die Tunnelrisse aus einem 2D-Modell gemäß Gl. (D.13) mit dem Zustand
1 weit vor und dem Zustand 2 weit hinter der Rissfront: (a) 3D-Skizze
und (b) Querschnitt mit qualitativ gezeigter Verformung.
weit hinter der Rissfront mit einem einfachen 2D-FE-Modell berechnet
werden muss. Damit kann für den Fall homogener Temperaturlasten auch
für unterschiedliche E-Moduli von Schicht und Platten für verschiedene
e/L-Verhältnisse die Energiefreisetzungsrate bestimmt werden. Hier soll es
jedoch nur zur Verifikation des 3D-Modells mit unendlich dicken Platten,
welche die gleichen elastischen Konstanten wie die trocknende Schicht
besitzen, dienen.




(1− ν) (α∆T )
2
e · f (e/L) , (D.14)
wobei f (e/L) eine Funktion des Verhältnisses zwischen Schichtdicke e und
Rissabstand L ist und in [35, 36] zu finden ist, beziehungsweise numerisch
gewonnen werden kann, siehe Abb. D.3.
Der Vergleich der Energiefreisetzungsrate des 3D-Modells für homoge-
ne Verspannung der Schicht um ∆T mit der mittels eines 2D-Modells aus
Gl. (D.13) bestimmten und denen aus [35] ist in Abb. D.3 dargestellt. Die
Abweichungen des 3D-Modells von den Werten, die über das 2D-Modell
aus Gl. (D.13) bestimmt werden, betragen dabei durchweg weniger als ein
Prozent, dies ist ein Indikator für die ausreichende Güte des 3D-Modells.
Demgegenüber sind die Abweichungen zu den Werten aus [35] mit bis zu
5 Prozent als recht groß einzustufen. Dies ist überraschend, da dort die



































Abbildung D.3: Vergleich der normierten Energiefreisetzungsrate bei ho-
mogener Verspannung der Schicht um ∆T in Abhängigkeit von e/L des
3D-Modelles mit den aus einem 2D-Modell gemäß Gl. (D.13) bestimmten
und den aus [35] entnommenen Werten
Im Weiteren wurde die Gültigkeit der im Grenzfall der homogenen
Verspannung der Schicht gefundenen Abhängigkeit von der Querkontrak-
tionszahl ν für das instationäre Temperaturfeld exemplarisch getestet.
Abb. D.4 zeigt die normierte Energiefreisetzungsrate in Abhängigkeit von
ν für a/e = 20, e/L = 0.5 und δ/e = 18. Die Abweichung gegenüber
dem zu erwartenden konstanten Wert beträgt im Bereich ν = 0 . . . 0.4
weniger als zwei Prozent, wobei die normierte Energiefreisetzungsrate mit

































Abbildung D.4: Überprüfung der im Grenzfall der homogenen Verspannung




E Gekrümmte Bruchflächen beim Auftreten
der Verzweigungslösung bei den prismati-
schen Säulen
Mit dem Umbau der Säulen beim Auftreten der Verzweigung kommt es
offensichtlich zu gekrümmten Rissflächen, bis eine neue stationäre Anord-
nung erreicht wird, wie durch die Pfeile in Abb. 3.4(b) gezeigt. Dieser
Übergang wurde in der Annahme der Verzweigungsmode vorweg genom-
men. Man kann jedoch durch anschauliche Argumente und den berechne-
ten Verlauf von dKII zeigen, dass der angenommene Übergang erfolgen
kann.
Der Einfluss des auch auftretenden dKIII bleibt uninterpretiert, da
der Einfluss von Modus III beziehungsweise inkrementellen Modus III
auf die Rissausbreitungsrichtung nicht endgültig geklärt ist. Bei Modus
III Beanspruchung kann es dabei teils zu facettenartigen Bruchflächen
kommen [72, 73].
Aus dem Sprung im Verlauf von da(s) am Punkt 1, siehe Abb. 3.5(b),
ergibt sich, dass von den existierenden 3 Rissfronten eine zurückbleibt. Die
zwei weiterlaufenden Rissfronten werden dabei im nachkritischen Verlauf
eine geknickte Bruchfläche bilden. Bei solchen geknickten Rissen kommt
es beim weiteren Wachstum meist zu einer Glättung des Knickes. Dies
wird auch experimentell beobachtet, siehe zum Beispiel in Abb. 3.4(a)
oder in dem Film in [14].
Der Übergang lässt sich durch das zur Verzweigungsmode da(s) zu-
gehörige Inkrement des Modus II Spannungsintensitätsfaktors dKII(s),
siehe Abb. E.1(a), erklären. dKII(s)/da(s) wurde numerisch durch finite
Differenzen gebildet.
In Abb. E.1(a) verschwindet dKII(s) für 0 ≤ s/p̃ ≤ 1 aus Symme-
triegründen, siehe auch Abb. 3.4(b). Weiterhin wechselt das Vorzeichen
von dKII(s) am Punkt 2 aus Abb. 3.4(d). Im Bereich von 1 ≤ s/p̃ ≤ 2 ist
dKII(s) 6= 0, somit kommt es zu einem infinitesimalen Knick der Bruchflä-
che entlang der Linie 1-2 in Abb. E.1(b), der einem endlichen Krümmungs-











beschreibbar. Dabei liegt der Radius Rn(s) in der Ebene normal zur Riss-

































Abbildung E.1: (a) Zur Verzweigungsmode da(s) aus Abb. 3.5(b) zugehö-
riger inkrementeller Modus II Spannungsintensitätsfaktor dKII am Ver-
zweigungspunkt für hp/λ = 1.15. Dabei verläuft die Koordinate s wie in
(b) gezeigt und erreicht für s/p̃ = 3 wiederum einen Tripelpunkt 1. (b)
Schematische Skizze für den Übergang von drei Säulen auf eine größere
(grau schattiert) mit der initialen Krümmung gemäß Gl. (E.1) aus dem
Verlauf von dKII(s) aus (a).
1-2 gemäß Abb. E.1(b) und deren Entsprechungen aufgrund von Peri-
odizität und Symmetrie. Die obige Gleichung ist eine 3D-Näherung als
Erweiterung der Gl. (104) aus [74] und war die Basis für die Simulati-
on von gekrümmten 2D-Risspfaden in [75]. Dabei bezeichnet dan(s) das
Risszuwachsinkrement in der bisherigen Rissebene, siehe Abb. 3.1 (y = 0)
und liegt normal zur Rissfront der Grundlösung. Aufgrund des geringen
Anstiegs der Risskontur, siehe Abb. 3.3, entspricht dan in etwa da(s) aus
Abb. 3.5(b), welches in z-Richtung liegt.
Mit Gl. (E.1) lässt sich aus dem Verlauf von dKII aus Abb. 3.4(a)
qualitativ der Übergang von 3 Säulen auf eine größere (Abb. 3.4(b) und
E.1(b)) erklären. Außerdem kann aus dem differentiellen dKII(s) geschlos-
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sen werden, dass die Beschränkung der Verzweigungsmode auf die bishe-
rige Ausbreitungsrichtung keine Einschränkung der Lösung darstellt, da
sich infolge des differentiellen dKII ein allmählicher Übergang einstellt,
der am Anfang in der bisherigen Ausbreitungsrichtung verläuft.
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F Skalenverhalten der Rissmuster mit Er-
starrungsfront
F.1 Skalenverhalten des Temperaturfeldes
Die Ergebnisse der Temperaturfeldberechnungen des 2D-Modells mit Küh-
lung über die Risse zeigen zwei Grenzfälle für die normierte Ligamentlänge
ℓ/p in Abb. 3.10.
Für im Vergleich zum normierten Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ
kleine normierte Geschwindigkeiten vp/D wird ℓ/p unabhängig von hp/λ
und skaliert mit ℓ ∼ D/v. Das kann dadurch erklärt werden, dass für
kleine vp/D der aus Phasenumwandlung und Abkühlung resultierende
Wärmestrom, der proportional zur Geschwindigkeit ist, sehr klein wird.
Damit trägt bei einem hinreichend großem hp/λ nur ein sehr kleiner Teil
des Risses direkt hinter der Rissspitze zur Kühlung bei, und der Bereich
hinter der Rissspitze ist beinahe komplett kalt, was dazu führt, dass fast
die vollständige Temperaturdifferenz im diffusionsgetriebenen Teil vor der
Rissspitze liegt. Damit kann dort das Temperaturfeld durch das Tempera-
turfeld aus [31], siehe Gl. (3.15), beschrieben werden, welches unabhängig
vom Wärmeübergangskoeffizienten ist. Die Ligamentlänge ℓ kann somit
durch die Länge z0 aus Gl. (3.16) abgeschätzt werden, was auf ℓ ∼ D/v
führt, siehe Abb. 3.10.
Der andere Grenzfall aus Abb. 3.10 ist der starke Abfall der normier-
ten Ligamentlänge ℓ/p zu Null mit steigender normierter Geschwindig-
keit vp/D im Falle kleiner normierter Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ.
Dieser Bereich ist besonders interessant, da die Verzweigungslösung re-
lativ kleine normierte Ligamentlängen ℓ/p besitzt. Der Anstieg der Ge-
schwindigkeit führt zu einem größeren Wärmestrom aus der Erstarrung
und Abkühlung des Materials. Weil bei höherer Materialtemperatur mehr
Wärme über die Rissoberfläche abtransportiert werden kann, verringert
sich der Abstand zwischen Rissspitze und Erstarrungsfront. Bei weiterer
Erhöhung des Wärmestromes würde theoretisch die Rissspitze in die Er-
starrungsfront wandern.
Für kleine normierte Geschwindigkeiten kann das Skalenverhalten un-
ter Benutzung der an der Kühlung beteiligten Länge Lh des Risses, die
notwendig ist, um den Wärmestrom abzutransportieren, gefunden werden.
Lh wird dabei ähnlich wie in [33] durch Vergleich des Wärmestromes, der
















Abbildung F.1: Maximal mögliche normierte Geschwindigkeit vp/D für ge-
gebenen normierten Wärmeübergangskoeffizienten hp/λ und normierte
Erstarrungswärme q/(c∆T ) als Grenzfall der Temperaturfeldberechnun-
gen, dabei sind die Faktoren entsprechend Gl. (F.3) zwischen den Kurven
mit verschiedenen q/(c∆T ) an die Klammern geschrieben
mit dem Wärmestrom über den Riss gewonnen:











Dabei wurde D = λ/ρc verwendet. Mit Lh lässt sich der Gradient in











(c∆T ) + 1
) (F.2)
abschätzen. Für kleine Ligamentlängen muss er für ein glattes Tempera-
turfeld in etwa dem Gradienten, der an der Erstarrungsfront vorhanden
ist, entsprechen. Durch Gleichsetzen der Temperaturgradienten aus Gl.
(F.2) und Gl. (3.8) lässt sich unter Nutzung der für eine nur schwach














gewinnen, welche die maximal mögliche Geschwindigkeit für eine gegebe-
ne normierte Erstarrungswärme bei bekanntem normierten Wärmeüber-
gangskoeffizienten beschreibt.
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Aus den Werten der FE-Berechnungen von Abb. 3.10 wurde die maxi-
mal mögliche normierte Geschwindigkeit vp/D durch quadratische Extra-
polation der letzten 4 Werte für ℓ/p→ 0 bestimmt. Die Ergebnisse sind in
Abb. F.1 dargestellt. Das Skalenverhalten vp/D ∼ hp/λ1/2 ist für kleine
hp/λ gut erfüllt. Außerdem stimmen die Faktoren infolge der Änderung
der normierten Erstarrungswärme q/(c∆T ) von 0.1 nach 0.45 und dann
zu 1 aus den Ergebnissen der FE-Berechnungen (Abb. F.1) in etwa mit
denen aus Gl. (F.3) bestimmten von 5.68 und 3.2 überein.
F.2 Mechanisches Skalenverhalten
Die Verzweigungsanalyse mit dem Temperaturfeld aus Gl. (3.15) aus Ab-
schnitt 3.3 liefert für kleine vp/D sehr ähnliche Ergebnisse wie das 2D-
Modell mit Erstarrungsfront und Kühlung über die Risse aus Abschnitt
3.2, siehe auch Abb. 3.20. Bei beiden Modellen ist der Temperaturgradi-
ent an der Erstarrungsfront durch die Erstarrungswärme festgelegt. Für
kleine Geschwindigkeiten und kurze Ligamentlängen stellt sich in der Um-
gebung der Erstarrungsfront und der Rissspitze ein nahezu linear von z
abhängiges Temperaturfeld mit dem Anstieg aus Gl. (3.8) ein. Um das
Skalenverhalten bezüglich der Rissabstände zu verstehen, wurde deshalb
als eine weitere Vereinfachung ein Modell mit gerader Erstarrungsfront
und linearem Temperaturfeld








eingeführt. Der Ursprung von z befindet sich hier an der Rissspitze. Eine
zusätzliche Veränderung dabei ist, dass einzig und allein die Tempera-
tur an der Erstarrungsfront als Referenztemperatur, wie in Abb. F.2(a)












angesetzt, wobei g1 eine noch zu bestimmende Funktion darstellt, und
σp die Normalspannung bezeichnet, die sich in einer Region bis etwa 2p
hinter der Rissspitze ergäbe, wenn die Risse nicht vorhanden wären. An-
dere Spannungen weiter entfernt von der Rissspitze sollten die Rissspitze
nicht beeinflussen, da dann die thermische Kontraktion vollständig rela-




(1− ν) [T0 − T (z)] (F.6)
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beschrieben. Unter Nutzung der Gl. (F.6) und (F.4) zusammen mit der
Näherung, dass für sehr kleine ℓ/p die repräsentative Position für die Span-


















Aus den Ergebnissen von Abb. F.2(b) kann g1 = k0
√
ℓ/p mit k0 = 0.65
bestimmt werden.
Das Modell sollte die wesentlichen Effekte der Stabilisierung für kurze
Ligamentlängen klären, doch überraschenderweise findet sich hier keine
Grundlösung, was aus den durchgehend positiven Werten der normierten
Ableitungsdifferenz (K11 −K21)(1− ν)
√
pcD/(Eαqvp) in Abb. F.2(c) er-
sichtlich ist. Korrespondierend dazu gibt es im Ligament keine negative
durchschnittliche Ligamentsnormalspannung (Abb. F.2(d)). Somit kann
der Druck im Ligament als der vermutlich stabilisierende Effekt identifi-
ziert werden, seine Ursache jedoch ist komplexer und könnte für die zwei
verschiedenen Modelle (Abschnitt 3.2 und 3.3) verschieden sein.
Damit war es nicht möglich, das Skalenverhalten der Modelle mit Er-
starrungsfront komplett zu verstehen. Für das Modell mit Erstarrungs-
front und Kühlung über die Risse wurde es deshalb aus den numerischen
Ergebnissen empirisch bestimmt.
Zum besseren Verständnis betrachtet man nun der Spannungsintensi-
tätsfaktor empirisch im Grenzfall vp/D → 0 für kurze Ligamentlängen.
Aus Gründen der Einfachheit werden nun feste Werte von vp/D gewählt
und hp/λ variiert. Mittels der Ergebnisse aus Abb. 3.10 kann man hp/λ
durch ℓ/p ersetzen. Für kleine normierte Geschwindigkeiten vp/D ist das
Temperaturfeld nur schwach gekrümmt (siehe zum Beispiel Abb. 3.9(c))
und kann näherungsweise durch das lineare Temperaturfeld aus Gl. (F.4)
beschrieben werden, wobei die Erstarrungsfront auch näherungsweise als
gerade angenommen wird. Damit kann wiederum die Spannung, die auf-
treten würde wenn der Riss nicht vorhanden wäre, in etwa durch Gl. (F.6)



















angesetzt, wobei g2 die Funktion g1 ersetzt.
Die Funktion g2 wurde empirisch aus den numerischen Ergebnissen




































































































Abbildung F.2: Vereinfachtes Modell mit gerader spannungsfreier Erstar-
rungsfront und linearem Temperaturfeld: (a) Schematisches Temperatur-
profil für das lineare Temperaturfeld, (b) normierte Spannungsintensitäts-
faktoren, (c) normierte Ableitungsdifferenz und (d) gemittelte Ligaments-
spannung für zwei verschiedene Anstiege.































































Abbildung F.3: Normierter Spannungsintensitätsfaktor für kleine ℓ/p und
vp/D aufgetragen gemäß Gl. (F.10) für eine normierte Erstarrungswärme
q/(c∆T ) = 0.45



















Die numerischen Ergebnisse sind gemäß dieser Gleichung in Abb. F.3 auf-
getragen und zeigen gute Übereinstimmung für q/(c∆T ) = 0.45.
Wie aus Abb. F.3 ersichtlich ist, werden die berechneten Spannungs-
intensitätsfaktoren für sehr kleine ℓ/p negativ. Das liegt an der negativen
gemittelten Ligamentsnormalspannung, siehe Abb. 3.12(b).
Als Ergebnis der Verzweigungsbedingung skaliert ℓ/p für kleine hp/λ
entsprechend ℓ/p ∼ (hp/λ)1/2, siehe Abb. 3.13(a). In Abb. 3.13(b) sieht
man, dass vp/D gemäß vp/D ∼ (hp/λ)1/2 skaliert. Zusammengenommen
ergibt sich ℓ/p ∼ vp/D, dies ist äquivalent dazu, dass sich p als mittlere
Länge gerade als das geometrische Mittel der großen Länge D/v und der





oder p2 ∼ ℓD
v
. (F.11)
Mit der empirisch gefundenen Beziehung Gl. (F.11) zur Beschreibung
der Verzweigungsgrenze ist es möglich, ℓ/p in der Abschätzung des Span-



























Abbildung F.4: Verzweigungsgrenze für vp/D über vl2D0 /D für verschiedene
Werte normierter Erstarrungswärme q/(c∆T ), die Faktoren zwischen den
Kurven mit unterschiedlichen q/(c∆T ) sind an den Klammern angetragen
und entsprechen in etwa Gl. (F.14).
Umformung und Nutzung der Rissausbreitungsbedingung Gl. (2.11) und


























Dass diese Skalenbeziehung erfüllt wird, ist ersichtlich aus Abb. 3.20 und





hängig von der normierten Erstarrungswärme q/(c∆T ) ist. Der Übergang
der normierten Erstarrungswärme q/(c∆T ) von 0.1 zu 0.45 und zu 1 er-
gibt Faktoren 2.2 und 1.54 für die in Abb. F.4 gezeigten Ergebnisse der
FE-Berechnungen, welche überraschend gut mit den Faktoren 2.12 und
1.49 aus der Gl. (F.14) übereinstimmen.
Da die normierte Ligamentlänge ℓ/p im Falle kleiner normierter Ge-
schwindigkeiten vp/D klein ist, kann die vorher für das Temperaturfeld
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gefundene Skalenbeziehung Gl. (F.3) verwendet werden. Damit sind aus
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